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Uloha AA ... rychlotéstoviny

Honza si na koleji vari k veceri téstoviny. K dispozici ma sporak o vykonu Pi = 1200 W
a rychlovarnou konvici o vykonu P> = 2200 W. Jaka je nejkratsi doba, za kterou je schopen
ohrat pul litru vody o teploté 20 °C na teplotu 100 °C? Honza spéechal s vecer.

Nejprve uréime, jak dlouho by to trvalo teoretickému spottebici, ktery by meél spolecny vy-
kOI’l P = P1 + P2
Q Q Q

P=—- = t==-=—"
t P P1+P27

kde @ je potiebné teplo na zahtati vody a t Cas, za ktery dokéaze teoreticky spotiebi¢ vodu ohtat.
Miuzeme uvazovat, ze mame pouze tento jeden teoreticky spotifebic, protoze pokud rozdélime
vodu tak, Ze by v jednom spotiebici zacala viit rychleji nez ve druhém, vyuzivame spatné vykon,
ktery mame.

Na vypocet potrebného tepla vyuzijeme rovnici

Q = mcvodaATv

kde m = Vpyoda je hmotnost pul litru vody, AT teplotni rozdil mezi findlni teplotou vody
a teplotou puvodni, tedy AT = 100°C —20°C = 80 °C, a cyoda je mérné tepelnd kapacita vody.
Kombinaci dostaneme vysledny vztah
_ vaodacvodaAT

t= —" """~ = 49s.
Pr + P, ®

David Skrob
david.skrob@fykos.cz

Uloha AB ... jesté vétsi panika na eskalatorech

Jedeme nahoru po eskaldtorech, které maji rychlost u = 0,75m-s"', a kdyZ jsme ve dvou
tretindch jejich délky s, najednou si uvédomime, Ze potrebujeme co nejrychleji zpatky doli.
Jakou minimalni rychlosti v bychom museli bézet, aby bylo rychlejsi obratit se a bézet doli,
nez vybéhnout nahoru a pak bézet po schodech jedoucich druhym smérem dolii? Zanedbejte
lidi na eskalatorech a c¢as na prebéhnuti nahore. Karel stdle premgyslel, co udélat.

Kdyz se rozhodujeme ve dvou tretinach drdhy smérem nahoru, abychom se dostali zpatky doli,
musime bud tuto vzdélenost ubéhnout proti jedoucim schodtm, anebo ¢tyfi tfetiny drahy ve
sméru jedoucich schodi (tfetinu nahoru a celé schodisté zpét dolu).

IMiuzeme si taky predstavit, Zze jakmile zaéne voda viit v jednom, st z druhého prelejeme. Tedy vlastné
vzdy vyuzivame plny vykon, coz je pravé ten moment, kdy bude doba nejkratsi.
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Pokud bézime proti schodum, je nase rychlost vuci okoli w1 = v —wu. Pokud bézime ve sméru
schodisté, je nase rychlost we = v + u. Aby bylo rychlejsi obratit se a bézet doli, musela by
platit nerovnost

t1 < t2,

3s
<,
w2

2
< )
v —u v+ u
v4+u < 2v—2u,

wno
v

T

v>3u=23ms .
Abychom se dostali co nejrychleji zpatky doli, vyplati se ndm otocit, jestlize bézime rychleji
nez trojnasobek rychlosti schodisté, tedy 2,3m-s™* (tedy 8,1km-h™1).

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha AC ... ¢arovani s benzinem

Tri FYKOSaci jeli na vylet do Vidné. Pri kalkulaci ceny za benzin vsak doslo k neshodé, ne-
bot fyzikovi vysla cena 1500 K¢, zatimco informatikovi 2665 K¢. Po intenzivni interakci vyslo
najevo, ze informatik pocital s délkou cesty do Vidné v kilometrech, vydélil ji mnozstvim pa-
liva v litrech, které spotrebuje auto na 100 km, a vynasobil cenou benzinu 30 K¢ na litr, ¢imz
vycaroval naprosty nesmysl.

Fyzik, naprosto nechapaje, jak mu mohl vyjit nizsi odhad i s predpokldadanou cenou benzi-
nu 40 K¢ na litr, chybu promptné nasel. Prestoze se neshodli na postupu vypoctu, oba shodou
okolnosti odhadli stejné spotrebu auta. Jaka je spotreba auta v litrech na 100 km?

Radek byl vyslychdn ohledné vijpoctii.

Oznacme si informatikovu odhadovanou c¢astku jako X, fyzikovu odhadovanou éastku jako o,
vzdélenost do Vidné jako s a mnozstvi benzinu spotrebované na 100 km jako V. Pro X, o pak

plati

s
3 =30
vV 3
40
Vyjadfeme si nyni z obou rovnic vzdédlenost do Vidné s
1
=XV
ST R0
_ 0o
40V
Vysledné rovnice muzeme dat do rovnosti a vyjadrit V'
1 100 o
il 3) VANl
30 v 40V’
o
V= 755 .
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Nyni jiz prostym dosazenim a zaokrouhlenim dostavame

V =6,51-(100km) "

Petr Sacher
petr.sacher@fykos.cz

Uloha AD ... brzdi, tak brzdi

Chceme ubrzdit auto na roviné na brzdné draze délky d = 50,0 m. Vime, zZe kola autu nepodklu-
zuji, pravé kdyz je jeho zrychleni mensi nez a = 0,780g. Jakou miiZe jet auto nejvyssi rychlosti,
aby zabrzdilo vcas? Karel si rikal, Ze klasika na zacdtek neuskodsi.

Kdyby autu podkluzovala kola, t¢inek brzdéni by se snizil. Proto bude brzdit s maximalnim
uvedenym zrychlenim a. Nejvice dokaze zpomalit, pokud toto zrychleni bude mit po celou dobu.
Chceme, aby auto zabrzdilo na draze kratsi nez d. Musi tedy platit nerovnost

1
d> 5@752,

<2
a

Maximalni rychlost, kterou auto muze mit pred po¢atkem brzdéni, je tedy

tedy cas brzdéni bude

v=at =+v2da =27,7ms"' =996kmh".

Pokud by tedy auto zacalo optimdlné zpomalovat 50 metru od prekdzky a dokdzalo by zpoma-
lovat se zrychlenim 0,780g, ubrzdilo by se, pokud by mélo rychlost nizsf nez 99,6 km-h~*.

Karel Koldr
karel@fykos.cz

Uloha AE ... hluboce se vini

Pepa si o prazdnindach vyplul na své soukromé jachté na ocean, aby mohl pozorovat viny. Vsiml
si, ze daleko od pobrezi — v takzvané hluboké vodé — neni vliv hloubky vody vyznamny. Lze
tedy predpokladat, ze thlova frekvence vin w zavisi pouze na tihovém zrychleni g a na vinové
délce . Odvodte, jak by tato zavislost méla vypadat, tj. naleznéte redlna cisla « a B takova,
Je w = Cg*N’, kde C predstavuje néjakou bezrozmérnou konstantu. Ziskany vztah odpovida
tzv. disperzni relaci pro viny na hluboké vodé. Pepa se nudil v Chorvatsku.

Disperzni relace je vztah mezi vinovou délkou A a thlovou frekvenci w viny. Podle zadani
nepredpokldddme, ze w zavisi na hloubce vody, ovSem pouze na zadanych veli¢indch, tj. vinové
délce A\ a tithovém zrychleni g.

Principem rozmérové analyzy je, ze na obou stranich rovnice pro w musi mit vyrazy stejnou
jednotku, v tomto piipadé Hz = s~ 1.

Podle zadani predpokladejme, ze vztah je ve tvaru

w=Cg*\,
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kde C je néjaka bezrozmérnd konstanta, kterou nedokdzeme pomoci rozmérové analyzy urcit.
Aby tento vyraz daval smysl, najdeme ¢isla a a 8 tak, aby byly jednotky na pravé a levé strané
rovnice stejné. Symbolicky pro jednotky (bez konstanty C') piSeme

Hlo'S_l — Hla'S_Qa'Hlﬁ ,
kde na pravou stranu symbolicky piSeme m°® = 1, jelikoZ metry v jednotce pro w nevystupuji.
Srovnanim exponenti u sekund dostdvame algebraickou rovnici —1 = —2a a pro metry 0 =
= a + (. Vyfesenim této jednoduché soustavy dostavame, ze « = 1/2 a 8 = —1/2, tedy (bez

konstanty) mus{ platit
g
W o< \/; .

Pro zajimavost, pokud bychom fesili vlnovou rovnici za prislusnych zjednoduseni v ramci Airy-
ho linearizované teorie, dostali bychom pfesny vztah (i s konstantou) pro vlny na vodé hloub-

ky h > X\/2
_ |2mng
w =1/ N

Vidime, ze vztah je nelinedrni, coz vede k z&avislosti rychlosti Sifeni vlny na vinové délce
(k tzv. disperzi). Pfesnéji plati vztah

kde na hluboké vodé zanedbévdme hyperbolicky tangens jako tgh (2rnh/\) =~ 1. Vidime tedy,
Ze vlny ruznych délek (alespon v ramci pfiblizeni) se pohybuji ruznou rychlosti, at uz vznikaji
vlivem gravitace, povrchového napéti ¢i dalsich vlivi.

Kdybyste méli zdjem dozvédét se o vindch na moti jesté vice, doporucujeme nahlédnout do
feseni 4. tlohy 3. série 35. ro¢niku FYKOSu.

Josef Trojan
josef.trojan@fykos.cz

Uloha AF ... poéitame tieci silu

Na stiil polozime kvadr o hmotnosti M = 5,5kg a lankem s kladkou ho pripojime ke kvadru
o hmotnosti m = 1,1kg, ktery visi vedle stolu. Koeficient statického treni mezi kvadrem na
stole a stolem je fs = 0,47 a koeficient dynamického treni fq = 0,27. Kvadry jsou na zacatku
v klidu. Jak velka bude treci sila mezi kvddrem a stolem?

Lego si mysli, Ze podobny chytdk jeste nebyl.

KlIucova myslienka pri tejto tlohe je, ze vzorec Fi = fF, uddva maximdlnu mozni hodnotu
trecej sily a trecia sila pdsobi proti smeru pohybu. CiZe v situécii, ked sa ni¢ nehybe, je trecia
sila prave taka velkd, aby sa ni¢ nehybalo.

V nasom pripade je maximdalna mozna velkost trecej sily Fi-max = fsMg = 25 N. Kvader je
ale do boku fahany iba silou velkosti Fx = mg = 11 N < Fi_max, teda aj velkost trecej sily bude
iba Fy = Fx. Ak by bola vicsia, spésobovala by rozpohybovanie kviddra v opacnom smere, a to
skratka trecia sila nerobi, pretoze potom by musela zas okamzite otocit svoj smer.


https://static.fykos.cz/problems/fykos/35/media/solution3-4.cs.pdf
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Kvéder sa teda nerozhybe, pretoze Fi < Fi-max a trecia sila ho zvladne udrzat na mieste.
Odpoved na otazku preto je, ze velkost trecej sily bude 11 N.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha AG ... Cista energie zvitézi

Ptéka Fykosdka pri letu okolo jaderné elektrarny Temelin uz z dalky uchvatily majestatni chla-
dici véze. Ze vSech vézi dohromady unikala vodni para s objemovym tokem Q. O néco pozdéji
proletél ptak Fykosak okolo uhelné elektrarny, z jejiz chladicich vézi taktéz unikala péara s obje-
movym tokem Q. Ptak Fykosak se zamyslel: kolikrat vyssi hmotnost uhli se musi spalit v uhelné
elektrarné v porovnani s hmotnosti rozpadlého uranu-235 v jaderné elektrarné, aby se vyparilo
stejné mnozstvi vody? Prumérnd vyuzitelnd energie uvolnénd pri rozpadu jednoho jadra uranu-
-235 je 200 MeV. Moldrni hmotnost izotopu uranu-235 je 235g-mol™'. Maximélni vyhievnost
derného uhli je 30 MJ-kg~!. Piedpoklddejte, ze veskers tepelnd energie vznikld v elektrérné se
spottebovdvd na vyparovani vody. Voda se v obou elektrdrndch ohriva z teploty 20 °C. Zane-
dbejte zménu mérné tepelné kapacity vody se zvysujici se teplotou.
Tuto tlohu Vam p¥inasi Skupina CEZ.

Jindra by radsi do elektrdrny nesl gram uranu neZ tunu uhli.

Energie uvolnénd na jednotku hmotnosti atomu izotopu uranu-235 je

By Nakp
mu Moass

Hy

kde Eo = 200 MeV = 3,20 - 107! J je primérné vyuzitelnd energie uvolnénd pii rozpadu jadra
uranu-235, Ma3s je molarn hmotnost izotopu uranu-235 a Na = 6,022-10?® mol ™! je Avogadrova
konstanta, kterou najdeme v konstantovniku.

Energii uvolnénou pfi spéleni jednotky hmotnosti kvalitniho ¢erného uhli zname ze zadéni

H. = Ee _ 30 MJ-kg ™.
m

C

Pro ohrev daného mnozstvi vody musi platit Fy = F.

NaFEy
myu = Heme,
Mags
NaFEy .
Me _ AT = 97.10°.
my  MassH.

Hmotnost uhli na vypateni vody je 2,7 - 10°krat vétsi nez hmotnost izotopu uranu-235.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
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Uloha AH ... tlak v uzaviené trubici

Ma&me uzavrenou U-trubici s konstantnim prirezem S, jejiz konce jsou v riznych vyskach, pri-
c¢emz rozdil téchto vysek je Ah. Trubice obsahuje pouze vodu a bublinu vzduchu o objemu V,
ktera je na zacatku v ,kratsim konci“ trubice. Zmérime tlak na dné trubice. Nasledné naklané-
nim (dilezité je, ze bez otevreni trubice) nechdme bublinu vzduchu vybublat do delsiho konce.
Nasledné vratime trubici do ptivodni polohy a znovu odmérime tlak na dné trubice. O kolik se
zménil tlak? Miizete predpokladat, ze vzduch mé& konstantni teplotu, Ze se v obou pripadech
nachdzi v ¢asti trubice vedouci svisle dolii a ze stény U-trubice jsou dokonale pevné.

Lego nasel na YouTube.

Bertc do tvahy, ze voda svoj objem velmi nemeni a steny trubice si dokonale pevné, cize
ani trubica svoj objem nemeni, nebude menit svoj objem ani vzduch, pretoze jeho objem je
dany rozdielom medzi objemom trubice a vody v nej. Zaroven mame predpokladat, ze teplota
vzduchu sa nemeni a bertic do tvahy, Ze trubica je uzavretd, nemoéze sa menit ani latkové
mnozstvo vzduchu v trubici. Ked sa teda pozrieme na stavova rovnicu vzduchu v trubici

pV =nRT,

vidime, ze o vSetkom okrem tlaku uz vieme, ze s to konstanty. Tym padom, aj tlak musi ostat
po cely ¢as konstantny, inak by stavovd rovnica nebola vzdy splnené.

Oznacme si teda tlak vo vzduchovej bubline pg. Potom tlak na spodku U-trubice bude po,
k ¢omu este musime pripocitat hydrostaticky tlak od stipca vody medzi spodkom bubliny
a spodkom U-trubice, takze po + hipg. Nakolko nas zaujima len rozdiel medzi tymto tlakom
pri dvoch réznych polohach tej bubliny, tak po sa vykrati a zostane len rozdiel hydrostatickych
tlakov.

Nakolko objem bubliny sa nezmeni a prierez trubice je konstantny, tak vyska samotnej
bubliny bude v oboch pripadoch rovnaka. Tlak pod dlh§im ramenom je teda p2 = po + hapg,
kde hydrostaticky tlak je spésobeny stipcom vody hs v dlhdom ramene. Ten je teraz o Ah vyssi
ako ked bola bublina v kratSom ramene, takze ho — h1 = Ah. Cize tlak bude vacsi v druhom
pripade (ked bude bublina v dlh§om konci trubice) a bude va¢si presne o

Ap =p2 —p1 =po + h2pg — (po + h1pg) = Ahpg.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha BA ... palivovy ¢lanek

Palivovy ¢lanek je zarizeni, které skrze elek- U
trochemické reakce vyrabi z paliva elek- mV
trickou energii. V soucasné dobé pri snaze
o prechod na obnovitelné zdroje energie mi- 1 g
zeme slysSet o vodikovych palivovych ¢lan-
cich, ve kterych by jako palivo slouzil vo-
dik H, reagujici s atmosférickym kyslikem
za vzniku vody a elektriny. Takové zarize-
ni se chova jako zdroj elektrického proudu
a napéti, kde obé veli¢iny jsou svazany po-
larizacni krivkou. Protoze miizeme mit pali- 0
vové ¢lanky rizné velikosti, prepocitava se .
proud na plosnou proudovou hustotu j, ktera popisuje, jaky proud—éfejgle skrz jednotkovou
plochu ¢lanku. Z krivky v grafu urcete, jakou maximalni plosnou hustotu vykonu miize dany
palivovy clanek dodévat s toleranci £20 mW-cm 2.

Jarda propaguje elektrochemii napric¢ vsemsi soutéZemd.

500

900

Plo$nou hustotu vykonu (zkrdcené plosny vykon) zdroje elektrické energie mizeme vyjadrit
jako P = Uj, kde U je napéti na clanku. V grafu mame zanesenou zavislost napéti na plosné
proudové hustoté, zndme tedy obé potiebné velic¢iny. Staci ndm tedy je mezi sebou pro nékolik
bodt na grafu vynasobit a jako feSeni tlohy odevzdat nejvyssi hodnotu.

Je zfejmé, ze na okrajich grafu je plosny vykon nulovy, protoze bud napéti nebo plo$na prou-
dova hustota jsou zde rovna nule. Mtizeme tusit, ze kfivka bude mit jen jedno maximum. Postup-
né proto dosazujme za jednotlivé body v grafu. Pro 300 mA-cm ™2 je napéti asi 830 mV, coz odpo-
vida asi 250 mW-cm 2. Pro 600 mA-cm ™2 je napét{ asi 700 mV, coz odpovida asi 420 mW-cm ™2,
coz je vijrazné vice. Pro 900 mA-cm ™2 je pak vykon asi 500 mW-cm 2. Maximum se tedy bu-
de nachézet nékde okolo této hodnoty proudové hustoty. Na 1100 mA-cm~2 je vykon uz za-
se vyrazné nizsi, takze muzeme &ekat, Ze maximum je mezi 700mA-cm~2 a 1000mA-cm~2.
Zkusime 750mA-cm~2, kde napéti odhadneme na 640mV, coz vede na asi 480 mW-cm 2.
Pro 800mA-cm™? je to pak pfiblizné stejnd hodnota, na 850 mA-cm™? odhadneme napéti
na 580 mW, coz vede na 490 mW-cm 2.

Tabulka 1: Hodnoty odectené z grafu.

j U P
mA-cm~2 mV  mW-.cm—?2
300 830 250
600 700 420
900 550 500
1000 480 480
1100 370 410
750 640 480
800 600 480
850 580 490
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Nejvyssi spoéitany plosny vykon byl tedy 500 mW-cm~2 na 900 mA-cm 2. Skuteéné ana-
lyticky vypoéitané maximum z predpisu funkce v grafu je 495mW-cm™2 pro 883 mA-cm™2.
Vidime, ze jsme se béhem nékolika malo kroku dostali velmi blizko spravnému vysledku, ktery

je samozfejmé v intervalu tolerance (495 4+ 20) mW-cm™2.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha BB ... mikroskopicka roztaznost

Pohyb hrotu ve skenovacim tunelovém mikroskopu je mozné ovlidat s pfesnosti na 0,10 A (kde A
znaci angstrom; 1A = 107'%m) kolmo na povrch vzorku. Jaky nejvétsi koeficient teplotni
roztaznosti miize mit drzdk hrotu dlouhého 300 um, aby pii zméné jeho teploty o 0,10 K nebyla
zména polohy hrotu vétsi nez vyse zminénd presnost ovladani? Tento drzak mifi stejné jako
hrot kolmo k povrchu.

Za skenovaci tunelovy mikroskop byla udéelena Nobelova cena uZ témer pred 40 lety.

V malém rozsahu zmén teplot AT muzeme zménu délky vyjadrit pomoci linedrniho vztahu
Al = lQOtAT,

kde lp je ptivodni délka a « je hledany koeficient teplotni roztaznosti. Protoze se vsechno ode-
hréva na jedné piimce (kolmo k povrchu vzorku), nenf potfeba uvazovat zddnou dalsi geometrii.
Je tedy mozné jednoduse vyjadrit « a dosadit velic¢iny ze zadani

AL 0,01 nm
" AT~ 300pm-0,1K

o =33-10 "K',

coz je nizkd hodnota oproti bézné dostupnym materidlum. Teplotu je tedy pii métreni potieba
stabilizovat a na vyrobu pouzivat vhodné materidly. Pfipadné lze tuto zménu také elektronicky
korigovat. V tomto mikroskopu je mozné dosahnout atomarniho rozliSeni, coz ndm umoznuje
zkoumat elektronovou strukturu jednotlivych atomu na povrchu.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha BC ... objevujeme kaluZe nezniamych planet

Sonda tvaru kvadru o hmotnosti m pristavd na zcela neznamé planeté. Pristane do jakési
neznamé tekutiny a zistane v ni plavat tak, Ze je ponorena do hloubky h a jeji podstava S
je vodorovné. Sonda zvladla zmérit, ze tlak u spodni podstavy je p, a ze atmosféricky tlak je
zanedbatelny. Také zmérila, Ze hustota tekutiny, ve které je ponorena, roste s hloubkou linearné
(alespor do hloubky, kam sonda sahd). Jaké je tihové zrychleni na planeté?

Lego prosté jen chtél zadat tlakového Archimeda.

Vztlakova sila je len sicet vSetkych tlakovych sil posobiacich na teleso. Sily, ktorymi kvapalina
tla¢i na bocné steny sondy, sa navzajom vyrusia. Ide teda len o rozdiel tlaku na hornd a dolnd
podstavu. Nakolko zadanie hovori, ze atmosféricky tlak je zanedbatelny, na horni podstavu
sondy ziadny tlak nepdsobi a ostdva ndm teda len spodnd podstava. T4 ma plochu S a v jej
hibke je tlak p, takze tlak na nu pdsobi silou F,, = Sp, Co je preto zaroven velkost vyslednej
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vztlakovej sily. Tiazova sila posobiaca na sondu musi mat rovnaku velkost, a kedZze hmotnost
sondy pozndme, uréime tiazové zrychlenie jednoducho ako g, = Fy/m = Sp/m.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha BD ... natahujeme kladku

V mistnosti o vysce h = 300 cm visi ze stropu pruzina s klidovou délkou lo = 20cm a tuhosti
k = 50N-m~'. Na jejim konci je zavéSena nehmotnd kladka o poloméru r = 10 cm, uchycend
ve svém stredu. Pres kladku prehodime nehmotné nepruzné lano délky L = 400 cm a oba jeho
konce pripevnime k zemi (tak, aby viselo svisle). Jakou silou je lano napindno?

Lego si chtél tuto ulohu ukrdst, ale potom ji nikdo jing nepouZil.

Najprv si potrebujeme spoéitat, o kolko sa predizila pruzina. Z lana je mr navinutého na klad-
ke, zvySok je rovnomerne rozdeleny na 2 polovice, ktoré vedi zvislo nadol. Cize stred kladky
sa nachadza vo vyske
L —nr
2

nad zemou. Tym padom je dizka pruziny h — k1, a teda prediZenie pruziny je h — h1 — lo.
7 toho si moézeme spocitaf silu, ktorou pruzina pdésobi na kladku nahor

Fk:k<h—lo—L;nr).

hy =

Této sila sa rozlozi rovnomerne na obe strany lana, takZe lano bude napinané silou

k
FTzi(h—lo—

L—nr

>i24N.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha BE ... kvantum vodivosti

Mozn4 jste slyseli o tzv. Planckovych jednotkéch, ve kterych by byly fyzikalni jednotky defino-
vany jen pomoci univerzalnich konstant c, G, kg a h. Pokud bychom k nim pridali i elementarni
naboj e, mohli bychom seznam moznych jednotek dal rozsitit. Zajimavé totiz je, Ze se nékteré
takto definované jednotky objevuji v riiznych fyzikalnich teoriich. Urcete hodnotu , Planckovy“
vodivosti v jednotkach SI, kterd se vyskytuje v teorii tunelového jevu. Uvazujeme opravdu vo-
divost, nikoli napriklad mérnou vodivost.

Jarda chtel vymyslet ilohu na rozmérovou analyzu a zrovna se setkal s timto.

Jelikoz neméame zadany zadny specificky postup, jak se k této hodnoté dostat, uréime ji z takzva-
né rozmérové analyzy. Pii té se podivdme na jednotky veli¢in, které mame k dispozici (¢, G, kg,
I a e), a zkombinujeme je tak, aby jejich vyslednd jednotka byla stejnd, jako je jednotka hledané
veliciny.
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V SI jsou jednotky zadanych veli¢in tyto

] = s,
[G] = m® kg™ "7,
[kB] = m* kgs 2K !,
[A] = m*kgs™',
(] =C

a vodivost mé jednotku
0] =Q ' =kg 'm%s"-C2.

Hned ze zacatku vidime, Ze ve vysledném vztahu neni jednotka kelvin, takze neni potreba
pouzit Boltzmannovu konstantu. Zaroven je zde kvadrat coulombu, takze ve hledaném vztahu
bude uréité e?. Nyni bychom mohli napsat tfi rovnice o tfech neznimych, abychom zjistili,
jaké exponenty musi byt pro rychlost svétla, gravitacni konstantu a redukovanou Planckovu
konstantu, aby jejich vzajemné nasobky daly dohromady zbytek vodivosti. VSimnéme si ale, ze
tento zbytek je roven prevracené jednotce redukované Planckovy konstanty. Kvantum vodivosti
tak jednoduse muzeme zapsat jako

2
e 1y — _ _
Okvant = W [gkvam] - 2. (m2~kg's 1) L kg Tm2gh.c2.

Po c¢iselném dosazeni
2
% =243-10*kg 'm%s'-C* =243-107* Q7 .

Okvant =
Pro zajimavost, toto je hodnota z makroskopického svéta, kterd odpovida rezistoru o odporu
asi 4kQ.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha BF ... pokus o sebe(ne)zastieleni

Kolik casu méte na to, abyste se na planeté ¢i mésici bez atmosféry vyhnuli kulce, kterou
vystrelite? Stiilite tak, aby kulka byla v konstantni (a zanedbatelné) vysce nad povrchem
dokonale kulového télesa o poloméru R a hmotnosti M, na kterém stojite.

Karel mel urcité ndmeéty.

Gravitacng sila pritahujica gulku ku stredu planéty bude

Mm

Fo =G5

kde G je Newtonova gravitaéné konstanta a m je hmotnost gulky. Ziadna in4 sila by na gulku
nemala pdsobit. Takze ak chceme, aby gulka letela po kruznici s polomerom R, musime ju
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vystrelit takou rychlostou v, pre ktorti sa bude prislusna dostrediva sila Fy = mv?/R rovnat
gravitacnej sile. Dame teda tieto 2 sily do rovnosti

Fe =Fy,
Mm v?
Cre =Mg

UG%ZU.

Vzdialenost, ktorti gulka preleti, kym néas trafi je s = 2nR, takze Cas, ktory médme na vyhnutie
sa je

3
t:f: 2R — 9 R

v /G% GM

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha BG ... peristaltickd pumpa

Meéjme tenkou hadicku z velmi ohebného
materidlu o vnitrnim priméru d. Ta vede
skrz peristaltickou pumpu, v niz je rotuji- R
ci kruh, ktery ma po obvodu rovnomeérné
rozmisténych N tycek. Rotacnim pohybem
celého kruhu stlaci tycky hadicku a posou-
vaji vodu dopredu (viz obrazek). Urcete, Id
s jakou frekvenci f se musi kruh o polo-
méru R tocit, aby hadickou tekl objemovy
pritok Q. Uvazujte d < R a stlaceny objem hadicky zanedbejte.

Takové pumpy doddvaji vodu do elektrolyzéri w Jardy v laborators.

Voda se v hadi¢ce posouva stejnou rychlosti, jako je obvodova rychlost kruhu, kterd je v = 2nf R.
Objemovy prutok tak je

2 2
Q=5v= %%Rf = S Rd’S.

Odsud muzeme vyjadrit frekvenci f jako

Q.

I= n2Rd? "’

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

12


mailto:legolas@fykos.cz
mailto:jardah@fykos.cz

Fyziklani 2025 19. roc¢nik 14. Unora 2025

Uloha BH ... ananas na pizzu

Platky ananasu byly se stejnou pocdtecni rychlosti hozeny pod tihly o = 38°, 8 = 45° ay = 52°
viic¢i vodorovnému sméru tak, ze vsechny dopadly na pizzu, kterd ma polomér 16 cm a jejiz stred
je vzdaleny 3,0m od mista vyhozeni. Urcete interval pocatec¢nich rychlosti, pro které vsechny
tri platky dopadnou na pizzu. Davidovi se o Hawati uZ i zdd.

Platky ananasu byly hozeny pod a = 38°, 8 = 45° a v = 52°, jednd se tudiz o Sikmy vrh. Pro
vzdéalenost dopadu od mista hodu pti Sikmém vrhu miZzeme jednoduse odvodit
2 .
2
Do Y sin(2¢) 7
g

pro obecny thel £. Oznacme si vzdalenost pizzy jako s a polomér pizzy r, poté je interval
povolené vzdalenosti D, do které mohou platky spadnout, roven [s — r; s + r]. Ddle si mizeme
vSimnout, ze sin(2a) = sin(27), tudiZz ndm staéi spocitat dovolené pocatecni rychlosti

Dg
sin(2€)

Vo =

pouze pro dva thly.
Po dosazeni krajnich povolenych hodnot D pro thel a a v je interval pocatecni rychlosti v,

va € [5,4; 5,7] ms~ !,
a pro thel 8 interval poc¢atecni rychlosti vg
vg € [5,3; 5,6] ms .
Nase vysledna rychlost v se tudiz bude pohybovat v priniku intervali v a vg, neboli

v € [5,4; 5,6)ms ",

David Sevéik
david.sevcik@fykos.cz

Uloha CA ... tvrdy néaraz

Sledujeme dvé stejnd auta jedouci stejnym smérem po dalnici. Jedno jede rychlosti
v1 = 80km-h™!, druhé vy = 130km-h™'. Ve chvili, kdy je rychlejsi auto pii predjizdéni na stejné
urovni jako pomalejsi, si oba ridi¢i vsimnou, Ze je pred nimi prekdzka. Oba dva zacnou brzdit
maximalni brzdnou silou, kterd je u obou aut stejna a konstantni. Pomalejsimu autu se podari
zastavit tésné pred prekazkou. Jakou rychlosti narazi druhé auto do prekazky?

Karel se dival na videa.

Nakolko prvé auto zastavilo tesne pred prekazkou, urazilo drahu s. Taku istd drahu ma druhé
auto na zabrzdenie. Oznacme si hmotnost auta m, potom brzdnd sila F' = ma vykond pracu
W = F's (u oboch dut rovnaki). Pomalsie auto strati cel svoju kineticki energiu

2

1
Emvl = Fs,
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z ¢oho mézeme dalej spocitat vyslednu rychlost druhého auta vf zo zmeny jeho kinetickej energie

1 1 1 1 . _
Emvfzimvngs:imvgfimvf = wr=+/v2 —0v2=102kmh"".

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha CB ... pes, ktery $téka, nekouse

Jardovi psi jsou nevychovani a Stékaji na cyklisty jedouci kolem nich. Jeden takovy cyklista
jedouci smérem k nim slysel jejich stékani s periodou T1 = 1,4s. Poté prosvistél tésné kolem
nich a nasledné jejich stékani slysel nastésti uz jen s periodou To = 1,5s. Urcete rychlost cyklisty,
jestlize se pohyboval rovnomérné primocare a Jardovi psi Stékaji s konstantni periodou.

Jardovi pri online vijuce stékali psi.
Jedné se o klasicky Doppleriv jev. Oznaéme rychlost zvuku ve vzduchu ¢ = 343m-s™*, rychlost
cyklisty v a periodu $tékani T'. Frekvence stékotu je tedy f = 1/T. Pfi pfiblizovani cyklisty je
frekvence, kterou slysi, rovna

f1:f<1+%)7

per(i-).

Vydélenim jedné rovnice druhou a preskupenim ¢lent dostavame
_Cfl - f2 _CTQ_TI
fi+ f2 T+Ty’

takze rychlost cyklisty je v = 12m-s 1.

naopak pfi vzdalovani je to

v

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha CC ... cik-cak kopce

Meéjme tri naklonéné roviny. Prvni stoupd se sklo- m ma
nem a1 = 30°, po ostrém maximu se preklopi do
dalsi, ktera klesa se sklonem as = 20°. Ta se po ost-
rém minimu preklopi do roviny stoupajici se sklonem
as = 10°. Na prislusnych rovindch se nachézeji kvddry o hmotnostech m1 = 20kg,ma =
= 10kg, ms = 15kg, které jsou propojeny nehmotnymi lany a kladkami (lana jdou vZdy rovno-
bézné s kopcem, viz obrazek). S jakou velikosti zrychleni se bude pohybovat kvddr o hmotnosti
ms? Treni neuvazujte. Lego byl na hrebenovce.

ms

30° 20° 10°

Nakolko trenie neuvazujeme, sta¢i ndm pre kazdy kvader brat do tvahy len sily rovnobezné
s naklonenou rovinou, na ktorej si. Oznacime si pnutie v lane medzi mi a ms ako Ti2 a medzi
mz a m3 ako T3. Potom pohybova rovnica pre prvy kvader bude

migsinoy — T2 = miay,

kde za kladny povazujeme smer dolu kopcom.

14


mailto:legolas@fykos.cz
mailto:jardah@fykos.cz

Fyziklani 2025 19. roc¢nik 14. Unora 2025

Pre druhy kvader oznacime za kladny smer ten hore kopcom, aby bolo as kladné prave
vtedy, ked a1. Potom jeho pohybova rovnica bude

T12 — T23 — ma2g sin Q2 = Mmaaz ,
a na zaver pre treti kvader oznacime ako kladny zase smer nadol
mazgsinas + Ths = mazas .

Maéame zatial 3 rovnice a 5 neznamych a1, az, as, Ti2, T23. Zostava pouzit lano, a sice predpoklad,
ze sa nemdze natahovat, teda a1 = a2 (4. rovnica) a ak bude naozaj stdle napnuté (¢o sme
doteraz predpokladali), tak aj a2 = as. Podme to najprv dopoéitat s tymito rovnicami a potom
sa zamyslime nad vysledkom. Po dosadeni vztahov medzi zrychleniami dostdvame ststavu
migsina; — T = mias
T12 — T23 — mag sin Qa2 = Ma2as
magsinas + Tes = maas .

Ked vsetky rovnice s¢itame, automaticky sa zbavime pnuti a dostaneme celkom intuitivny
vysledok

migsina; — magsinas + magsinas = (m1 + ma + ms)as

m1 Sin a; — meo sin as + m3 sin asg

= a3z =
g m1 + m2 + ms

Jedna moznost, ako zistit, ¢i pouzité predpoklady naozaj platia, by bola dosadif as naspit
do tretej pohybovej rovnice a vypocitat hodnotu T»3. Ak je kladné, znamend to, Ze lano je
skuto¢ne napnuté a fahd kvadre touto silou, ak je vsak Th3 zdpornd, znamend to, ze v nasich
rovniciach lano "tlac¢i” kvadre, ¢o v praxi nemoze nastaf, a teda nas predpoklad o tom, ze lano
bude napnuté nie je pravdivy.

Nemusime ale dosddzat a dlho upravovat, staci si len T3 najprv vyjadrit

Tas = ms(as — gsinas)

a vidime, ze bude kladné, ak as > gsinas a inak zadporné. To dava zmysel, ak si uvedomime,

ze gsin ag je zrychlenie, akym by kvader zrychloval dolu kopcom, ak by nebol ni¢im tahany ani

brzdeny. Nakolko lano vie tahat, tak ak nam vyslo as vécsie ako tato hodnota, znamend to,

ze skutocne tahalo. Naopak, ak ndm vyslo a3z < gsin as, tak nam vysiel nefyzikdlny vysledok,

nakolko lano nema treti kvader ako brzdit a v takom pripade je spravny vysledok gsin as.
Zostava nam teda dosadif

a(napnuté) - gm1 sin cvp — M Sin ais + M3 Sin ag
3 =

mi1 +ma +ms
2

=20ms 2,
(volné) __ . - —

as =gsinaz = 1,7m-s
A tak ) o )
agnapnute) > agvolne) = as = a:(gnapnute) KN 2’0 m.572 )

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha CD ... naledi

Jak velkou plochu jsme schopni rozmrazit pomoci 301 butanové lahve o tlaku 0,20 MPa? Butan
v lahvi mé teplotu 20 °C a moldrni hmotnost 58 g-mol ™. Horeni butanu m4 specifickou energii
46 MJ - kg~!. Ndmraza je tvorena vrstvou ledu s hustotou pieq = 916,8 kg-m 3, mérnou tepelnou
kapacitou ¢ = 2090J -kg~! - K~! a tloustkou 1,0 cm. Protoze je zima, ma ndmraza (i okolnf
vzduch) teplotu —5,0 °C. Uvazujte dokonaly prenos tepla a butan v Idhvi jako idedlni plyn.
David vidél, jak se v Praze odmrazuji chodniky.

Nejprve chceme zjistit, kolik energie miizeme z butanové ldhve ziskat. Na to budeme potiebovat
zjistit, jaké je latkové mnozstvi n butanu v ldhvi. Na to pouzijeme stavovou rovnici idedlniho
plynu

_ v

= BT

kde p je tlak v 1ldhvi, V objem lahve, T' teplota a R je molarni plynova konstanta, kterou
najdeme v konstantovniku. Z toho muzeme vypocitat hmotnost m pomoci moldrni hmotnosti
M jako

pV =nRT = n

m= Mn.

Ted uz vypocitdme energii Fisney kterou z ldhve ziskdme jako

uP

Blahev =mH = H RT

=6,6 MJ,

kde H je specificka energie hoteni butanu.
Teplo, které budeme potiebovat na rozmrazeni chodniku, uré¢ime kalorimetrickou rovnici

Q(S) = mu(S) cAt + mu(S) Ly,

kde ¢ je mérna tepelnd kapacita ledu, At teplotni nartust potfebny pro rozmrazeni ledu a l; je
skupenské teplo tdni. Pro hmotnost ledové plochy m; (v zavislosti na plose) pak plati

mi(8) = preads,

kde piea je hustota ledu, d vyska ndmrazy a S je plocha. Nyni polozime rovnost mezi energii
v butanové lahvi a energii potfebnou na rozmrazeni chodniku. Dostavame

Eisnev = Q(S)
v _
HMRT = pleddS (CAt -+ lt) .

7 ¢ehoz uz lehce vyjadiime plochu S jako

SHMpV L gy
o Plcdd RT cAt + 1t - ’

Vidime tedy, Ze tento zptsob odmrazovani je znacné neefektivni, a proto se na odmrazovani
pouzivaji v praxi (vétsSinou) jiné metody.

David Skrob
david.skrob@fykos.cz
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Uloha CE ... voziCkaf

Vozickar dokaze na kazdé kolo svého vozicku pusobit silou F'. Hmotnost kazdého kola je m,
Jjejich polomér je R a hmotnost vozickare a zbytku vozicku je M. Jaky nejvétsi tihel naklonéné
roviny dokaze sam prekonat? Uvazujte, zZe kola se po podlozce nepresmykuji a Ze se invalida
nemiize preklopit. Jarda tlacil svou babicku do kopce.

Ked stoji vozickar na naklonenej rovine so sklonom «, jeho tazisko sa (vo vSeobecnosti) ne-
nachddza priamo nad bodom dotyku jeho kolies s touto rovinou. Preto, kedze s kolesami je
prepojeny len volne oto¢nou osou, svojou tiazovou silou Mg po6sobi vo zvislom smere na tito
os. Rovnako to bude aj s tiazou otocnej ¢asti vozicku (cely vozitek az na kolesd). Kolesa zase
maju tazisko vo svojom strede, takze pdsobisko ich tiaze bude taktiez na ich osi. Celkovo teda
posobi na os kolies sila (M +2m)g a vzhladom na bod ich dotyku so zemou tak vytvira moment
sily (M + 2m)gRsin a.

Ked zacne vozickar posobif na okraj svojho kolesa silou F', vyvinie tym moment sily velkosti
F'R okolo osi tohto kolesa. Kedze ale kolesd nepresmykuji a naklonend rovina je nehybna, cel-
kovo tym vznikne reakény moment velkosti 2F' R okolo bodu dotyku, kde koeficient 2 vyjadruje
prispevok od oboch kolies. Na to, aby sa vozickar pohyboval nahor, potrebuje mat teda splnenta
podmienku 2FR > (M + 2m) gRsin , z ¢oho vyplyva hraniény uhol

o = arcsin L
(M +2m)g )~

Jakub Kliment
jakub.kliment@fykos.cz

Uloha CF ... rychlik v oblouku

Rychlik jede na trati se stdlou rychlosti v = 100km-h~! a vjiZdi do oblouku o poloméru r =
= 1000m. O kolik milimetrii musi byt vnéjsi kolejnicovy pds vys nez vnitini, aby vyslednice sil
pusobila kolmo k roviné koleji? Koleje maji rozchod d = 1435 mm a jejich tihel naklopeni viici
vodorovné zemi je maly. Prokop uz chtél pred Vinoci domii. . .

Na rychlik o hmotnosti m projizdéjici obloukem pusobi odstfediva sila o velikosti

muv
I, = )
T

ktera je kolmda na tihovou silu Fg o velikosti mg. Vysledna sila svird tthel a s tithovou silou
a plati

Aby vyslednice sil ptisobila kolmo k roviné koleji, musi byt koleje naklopeny o dhel o vuci
vodorovné zemi a plati
si = -,
1n d
kde h je hledané prevyseni koleje a d je rozchod koleji. Pro malé thly lze psat tga ~ a =~ sin«

a tedy
F, h

Fo d’
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z ¢ehoz vyjadiime

Prokop Bernard
prokop.bernard@fykos.cz

Uloha CG ... berusky lezly

Po ramenech pravého tihlu lezou dvé berusky. Po jednom rameni leze prvni beruska smérem
k vrcholu ze vzdélenosti g = 30cm rychlosti w = 1,0cm-s™', druhd leze z vrcholu smérem
od né&j po druhém rameni rychlosti v = 1,5cm-s™*. Po jaké dobé od zacitku pohybu si budou
berusky nejblize? Pepa bez ostychu kradl ulohy z prvdické mechaniky.

Oznacme si vzdélenost berusek jako S a vzdalenosti berusek od vrcholu postupné jako [ a s. Pro-
toze se berusky pohybuji po pravouhlém trojuhelniku, muzeme S vyjadrit pomoci Pythagorovy
véty jako

S =12+ s%.
Zde jsou ovsem vzdalenosti berusek od vrcholu zavislé na case, konkrétné jako

l(t) =l — ut,
s(t) = vt

tedy vztah pro S mizeme rozepsat jako
S(t) =4/ (lo — ut)® +v2t2.

Minimélni vzddlenost nalezneme hleddnim extrému funkce S = S(t). Zderivujeme-li ji podle
casu, dostadvame

2
vt 4+ u(ut — o)

(lo — ut)? 4+ v2t2 .

S(t) =

Derivaci polozime rovnou nule

. 'LLl()
S(to) = 0 = t() = m 5

a dosazenim hodnot ze zadani dostavame Teseni B

to 59,28.

Petr Sacher

petr.sacher@fykos.cz

To muzeme ovérit napriklad druhou derivaci S, alternativné nam stac¢i podivat se na tvar S a vSimnout si, ze
tato funkce musi nutné do jistého to klesat a po jeho piekroéeni rist "do nekonecéna” (ovSem vztah plati jen
dokud prvni beruska nedoleze do vrcholu trojihelnika). To implikuje, Ze v to musi byt skute¢né minimum.
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Uloha CH ... létajici chobotnice

Martin si na noc¢ni trznici na Filipindach koupil plySovou chobotnici o hmotnosti m = 90g. Bylo
mu ale lito, Ze je chobotnice tak mald, ze z kras svéta témer nic neuvidi. Rozhodl se ji tedy
rozsirit obzory. Vzal ulomenou ty¢ od vystrelovaciho destniku, kterou miizeme aproximovat
pruzinou o tuhosti k = 25 N-m ™!, a nasadil na ni chobotnici. Ty¢ pak stlacil o délku d = 15 cm
a pustil ji tak, Ze chobotnice vyletéla primo vzhiiru. O kolik metri se chobotnici rozsitil obzor
v nejvyssim bodé jejiho letu oproti tomu, kdyz jen sedéla na nestlacené destnikové tyci? Ptame
se, o kolik se zvysila maximalni vzdalenost mérend podél zemského povrchu, do které mohla
chobotnice dohlédnout v jednom sméru. Predpokladejme, zZe je Zemé dokonala koule a Martin
drzel tycku destniku tak, ze se chobotnice v momenté, kdy byla tycka stlacend, nachazela
ve vysce ho = 1,5 m nad zemskym povrchem. Martin se snazil zabavit svou chobotnici.

Nejprve spoCteme vysku, do které chobotnice vyleti. Ze zdkona zachovéni energie (veskerd
potencidln{ energie v pruziné prejde do gravitaéni potencidlni energie chobotnice) mame

1 2
~kd*=E=mgh = h= kd ~31,9cm.
2 2mg

Radidlni vzdélenost, kam chobotnice uvidi, je ¢ = Rz, kde Rz je polomér Zemé a ¢

thel mezi dvéma polopfimkami, které prochézeji stfedem Zemé — na prvni lezi trajektorie
chobotnice a na té druhé bod, kam chobotnice na zemském povrchu nejdéle dohlédne. Uhel %)
snadno vypocitame z pravouhlého trojihelniku jako cos ¢ = %, kde H je vzdalenost chobotnice
od stfedu Zemé v nejvyssim bodé letu.

Zjevné plati H = Ry + h + ho, pak dostavame

¢ = Ry arccos <%) = Ry arccos (ﬁ) .
Ve chvili, kdy chobotnice pouze sedi na tycce, mame misto h vysku d, tedy
Ry,
- e ().
cd 7 arccos Ry d i o
Rozdil Ac = ¢ — ¢4 je pak hledand vzdalenost, o kterou chobotnice uvidi ddl. Plati tedy
Rz Rz .
Ac=c— e = Ry [arccos (2 ) — arccos (72— )| = 023km.
c=c—cq z |arccos T arccos Ry v d T m

Chobotnici se tedy rozsiti obzory o zhruba 230 metri.

Martin Vanék
martin.vanek@fykos.cz

Uloha DA ... ananas na pizzu reloaded

David hodil proti sobé dva platky ananasu o hmotnostech m; = 0,30kg a mo = 0,60 kg nad piz-
zou o poloméru 16 cm. Tyto dva ananasy se srazily dokonale nepruznou srazkou ve vysce 50 cm
nad stredem pizzy tak, Ze v momenté srazky byly jejich vertikalni slozky rychlosti nulové.
Jakou nejvyssi rychlost vo miize mit tézsi platek pred srazkou, jestlize se pri srazce ztratilo
70 % energie a oba platky dopadly na pizzu? Urcete také, jakou velikost rychlosti v1 bude mit
v tomto pripadé lehci platek. Uvazujte, ze se pri dokonale nepruzné srazce platky spoji v jeden.

Davidovi slibili, Ze mu za tuhle dlohu dovezou ananas v plechovce.
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Abychom zjistili, jakou nejvyssi rychlosti se tézsi platek mize pohybovat, aby oba platky
dopadly na pizzu, musime zjistit, jakou celkovou rychlosti mohly letét oba ananasy dohromady.
To zjistime pomoci rovnice vodorovného vrhu s vyskou A = 0,50 m a maximalni vzdalenosti,
kam mohou dopadnout, D = 0,16 m

z ¢ehoz vyjadiime v jako
g
v=D 4/=.
2h
Jelikoz se jednd o dokonale nepruznou srazku (platky se slepi), neplati zékon zachovédni energie,
nybrz zdkon zachovani hybnosti. Dostavame tedy dalsi rovnici pro velikosti rychlosti

v my —v2 - me = —v-(m1+ma).

V rovnici jsme zavedli znaménkovou konvenci, pti které je smér rychlosti v; kladny a smér
rychlosti vy zdporny. Protoze po srazce ocekdvame pohyb platkd ve sméru vs, projevi se to
v rovnici zdpornym znaménkem na pravé strané. Z této rovnice miuzeme vyjadrit vy

—(m14+ma)-v+ma-ve
ma ’

v =
Vyjadrime jesté ztratu kinetické energie
Eyw — Ex=0,7- Exo,
kde Exo je celkové kinetické energie obou platka pred srazkou, neboli

1 1
Ekozi'ml'U§+§'m2'U§7

a FEx je energie po srazce

2

Eyx = ~(m1+m2)-v.

N —

Po tpravé ziskame
0,3-Fxo— Fx =0.

Po dosazeni rychlosti v a v1 dostédvame
2

3 —(m1+m2)-D\/5F +ma2-v2 3 1 2 g
2. . = . . D*. 2 =0,
20 "™ ma g M v T g (matme) 2h
coz po upravach vede na kvadratickou rovnici v obecném tvaru
vy - (ma - ma +m3) —vs - (2~m2~D-1/%~(m1 +mz))+
10
—<§~(m1+m2)-D2-%-m1—(m1+m2)2-D2-%) =0.
Volime kladny kofen, protoze zaporna velikost rychlosti by neméla fyzikalni smysl. Po dosazeni
vidime, Ze velikost rychlosti tézstho platku je va = 1,0m-s~' a z rovnice zdkona zachovini

hybnosti poté dostaneme, ze velikost rychlosti lehéiho platku je v; = 0,58 m-s~!.

David Sevéik

david.sevcik@fykos.cz
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Uloha DB ... cak-cik kopce

Meéjme tri naklonéné roviny. Prvni stoupd se sklo- my Mo ms
nem a1 = 10°, po ostrém maximu se preklopi do — o0 0
dalsi, ktera klesd se sklonem as = 20°. Ta se po

ostrém minimu preklopi do roviny stoupajici se sklo-

nem a3 = 30°. Na prislusnych rovindch se nachézeji kvadry o hmotnostech m; = 20kg, ma =
= 10kg, ms = 15kg, které jsou propojeny nehmotnymi lany a kladkami (lana jdou vZdy rovno-
bézné s kopcem, viz obrazek). S jakou velikosti zrychleni se bude pohybovat kvddr o hmotnos-
ti ms? Treni neuvazujte. Na hrebenovce byl Lego.

Postup riesenia je tplne analogicky postupu v tlohe cik-cak kopce. Jediny rozdiel sa nachadza
v poslednom kroku, teda v dosadeni hodno6t do inak identickych koneénych vztahov. Pre hod-
noty v tejto tilohe dostdvame aénapnuté) = 1,6ms 2 a aé"or"é) = 4,9m-s~2. Z podmienky pre
napnutie lana dostdvame vysledok

a(snapnuté) < aévol'né) = az = a:(gvoIné) - 479 m~s_2 )

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha DC ... naklonény valec na naklonéné roviné

Vélec na naklonéné roviné je klasickd ucebnicova tiloha. Co kdyz ale naklonime i vélec oproti
sklonu roviny? Homogenni valec polozime na naklonénou rovinu smérem se sklonem roviny,
ale pak jej kolem kolmice na rovinu otocime o 45° a pustime. Jakd bude velikost rychlosti,
kterou se bude pohybovat po c¢ase t? Rovina je naklonéna vii¢i horizontdInimu sméru o 30°.
Predpokladejte, Ze valec neprosmykuje. S Jardou to jde sikmo z kopce.

Valec bude vykondvat valivy pohyb (okrem transla¢ného pohybu bude aj rotovat), takze jeho
kinetickd energia sa bude skladat z translacnej a rotacnej zlozky. Moment zotrvac¢nosti ho-
mogénneho valca s hmotnostou m a polomerom R je I = mR?/2. Ak bude rotovat uhlovou
rychlostou w, jeho rotacna kinetickd energia bude Iw?/2 = mR?w?/4. Kedze navyse vieme,
ze nepresmykuje, pre jeho rychlost plati v = Rw. Ak sa teda valec po rovine presunie nizsie
o nejaku vysku Ah, premenou z potencidlnej energie nadobudne kineticki energiu

1 1
mgAh = §mv2 + 5[&12 = §mv2

4
— vz”%gAh.

KedZze nepresmykuje v ziadnom bode dotyku s rovinou, bude sa po celi dobu pohybovat po
priamke danej jeho pociatoCnou orientaciou.

Oznac¢me si sklon roviny ako a = 30° a odklon valca na naklonenej rovine ako 3 = 45°.
Ak sa valec vo vertikdlnom smere posunul o Ah, v smere roviny to bude Ah/sina. Jeho
skuto¢nd trajektoria je ale odklonena este o uhol 3 aj od tohto smeru, celkovo sa teda posunie
o0 Ah/(sin accos B). Ak si tito drahu oznacime ako [, pre jeho rychlost v tomto smere bude platit

v = H%glsinacosﬁz Uggl.
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Obrézek 1: Pohlad na trajektoriu valca.

Na to, aby sme nasli zavislost rychlosti na ¢ase by sme teraz mohli riesit uvedenu diferenci-
alnu rovnicu pre [(¢). My si ale pomdZzeme analdgiou so vztahom pre rychlost volného padu —
stadi v fiom upravit hodnotu tiazového zrychlenia na g’ = (v/2/6)g. Z tejto analégie dostdvame
zévislost

2 2
v(t) = g/t = 3gtsinozcosﬂ = %gt.

Jakub Kliment
jakub.kliment@fykos.cz

Uloha DD ... vypaseny kosmonaut

Kosmonaut prebyvé na zdkladné na pélu planety Xeno, jejiz hustota je p = 2707 kg-m ™3, Kazdé
rano se vazi na své pozemské vize a velmi se trapi tim, jakou hodnotu mu ukazuje. Aby se citil
Iépe, presunul se na zakladnu nachazejici se na rovniku planety, kde pak s radosti zjistil, ze vazi
1,69krat méné nez na pdlu. Jak dlouhy je na planeté den? Petr by naopak rad pribral.

Oznacme my a m, kosmonautovu vdhu na pélu a na rovniku planety. Nebot je zadano

mp

1,69

musi byt pomér mezi vihou na pélu a na rovniku

mp

=1,69.
my
Pro nésledujici vypocty bude vyhodné si prevracenou hodnotu tohoto poméru oznacit jako p.
Nebot viha je ze zadani pozemskd, urc¢uje kosmonautovu vahu jako podil gravita¢ni sily,
kterou na néj pusobi planeta a tihového zrychleni na Zemi g.
_ G

myp ’
g
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kde G je gravita¢ni konstanta, m kosmonautova hmotnost na Zemi (setrvaénd hmotnost) a R po-
lomér planety Xeno.

Véha na rovniku se spocitd podobné, ovsem s tim rozdilem, Ze na rovniku na kosmonauta
pusobi také nenulova odstrediva sila zptisobend otdcenim planety. Odstrediva sila m4 velikost

F, = w’Rm,
a protoze plati
2n
W= ==,
T
kde T je perioda otéceni (tedy délka jednoho dne) planety, mtzeme psat
47
FO = WRm

Véha kosmonauta na rovniku tedy je

mM _ 4x>
G r — F=z Rm
my = ——————————
g

Podélime-li rovnici prvnim ¢lenem napravo, dostavame

meg . 4n®R3
GmiL T2GM’

4 47’ R®
T2GM’

nebot vyraz vznikly nalevo je presné prevraceny pomér u. Vyjadiime-li 7%, mame

s 1 4n’R?
(l-p) GM

Nezndme vSak hmotnost planety M ani jeji polomér R. Rovnici vsak muzeme kosmetickou

Upravou prevést na tvar
2 3 %TER3
CA-wG M
ze kterého si jiz neni tézké vSimnout, Ze jsme napravo dostali prevracenou hodnotu hustoty p.
Rovnici tedy upravime

2 3n
(1—p)Gp’
3n
T=,]———
(1—w)Gp

a dosazenim hodnot ziskame vysledek

T =1,13-10*s = 3,14h.

Petr Sacher
petr.sacher@fykos.cz
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Uloha DE ... divoky koloto¢

Pepa polozil zavazi o hmotnosti m na dokonale hladkou vodorovnou rovinu a pripojil k nému
jeden konec nehmotné idedlni pruziny. Nasledné si druhy konec vzal do ruky a zacal se zavazim
v této vodorovné roviné tocit konstantni ihlovou rychlosti w.

Pri prekroceni urcité velikosti w mu vsak zavazi odlétlo do nekonecna. Jaka je tato maximalni
thlova rychlost, se kterou se muze zavazi otacet po kruznici? Pruzina ma tuhost k a klidovou
délku lg. Pepa kradl z ucebnice.

Pokud se téleso zavéSené na pruziné pohybuje v roviné po kruznici s polomérem r, rovné se (co
do velikosti) sila pruznosti od pruziny F}, a odstiedivé sila F, (z pohledu neinercidlniho systému
spojeného s télesem)
Fo=k(r—1ly) =mw’r=F,.
Z toho snadno vyjadrime polomér kruznice jako
lo

1 mw?’

k

T =

Vidime, ze pro kladné r musi byt vyraz ve jmenovateli také kladny, z ¢ehoz plyne omezeni na w

ve tvaru
2
mw [ k
1—-——>0 = w< — = Wmax -
k m

Pro hodnoty w — wih,, bliZzici se k maximu zprava dostdvame r — +oco.

Pro zajimavost uvedeme diskuzi dalsich piipadt. Pokud se téleso netodi (w = 0Hz), je r =
= lo, kde v tomto pfipadé ma r vyznam délky pruziny (ne poloméru kruznice, protoze se téleso
po z&adné netoci). Stejny vysledek dostaneme i pro nekone¢né tuhou pruzinu k — +oo, pro
jakoukoliv w bude r = lp, pruzina se tedy chova jako ,tuhd® tyc.

Josef Trojan
josef.trojan@fykos.cz

Uloha DF ... P-roblematicka trouba

Anezka chtéla Jardovi upéct dort, potiebovala tedy roztopit troubu na teplotu Ts. V troubé je
teplomér, ktery porovnava nastavenou teplotu s realnou teplotou uvnitr T'. Regulator nastavuje
topny vykon trouby tak, Ze je iimérny rozdilu téchto dvou teplot s konstantou imérnosti K.
Jestlize je teplota mistnosti i trouby na zacatku ohrivani Ty, na jaké teploté se vnitrek trouby
ustdli? Trouba ztraci teplo vykonem k (T — T.) a jeji tepelnd kapacita je C.

Jarda zjistil, Ze ve Svétozoru zdrazili!

V fadé systému v béZném zivoté potiebujeme nastavit hodnotu néjaké velic¢iny. Pokud je ale
pocéatecni hodnota této veli¢iny jina, je potfeba ji zménit. Zaroven ale nemizeme ménit naslepo,
zpétnou smyckou tedy sledujeme, jak se systém vyviji, a podle toho upravujeme cestu ke zvolené
hodnoté. Naptiklad v iiloze kontrolujeme teplotu a nasi snahou je vykon upravovat tak, abychom
troubu zbytecné nerozpalili nebo aby prilis neoscilovala kolem zvolené teploty. V nasem pripadé
je vykon imérny rozdilu mezi nastavenou hodnotou T a redlnou hodnotou 7'. Takové regulaci
se Fikéa proporcni. Jak ale uvidime pri feseni této tlohy, ma tento zptsob své nedostatky.
Vyrazné sofistikovanéjsi je PID regulace. Jednotliva pismena odpovidaji proporénimu ¢lenu,
integra¢nimu a deriva¢nimu. Do zmény veli¢iny se tedy kromé jeji vlastni hodnoty promita také
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jeji derivace i integrace pres néjaky predesly ¢as. Pomoci takové kontroly je mozné dosdhnout
pozadované hodnoty hladce, pfesné a bez oscilaci.

Vratme se ale k feseni nasi tlohy. Mnozstvi tepla v troubé @ se méni s tim, jak se zahfiva
vnéjsim prikonem P, a jak jej ztraci tepelnymi ztratami do okoli Poyt. Podle zaddni muzeme
obé tyto veliciny vyjadrit jako

Phn=KTs—-T), Pous=r(T-Ta),
a teplo trouby je Q = C'T. Muzeme proto napsat bilanci zmény tepla v Case ¢

T
% :C((li—t =Pn—Pous =K (Ts—T)— k(T —-Ta) = KTs + kT — (K + k) T.
V zadéani se ptame na ustdlenou teplotu. V tomto stavu je zména teploty s ¢asem nulova,

coz odpovida nulové levé strané rovnice. Pravou stranu tedy muzeme upravit do tvaru

KT +sT,  L+k7

T S b
f K+r 1+k

kde Tt je hledana teplota a k = k/K. JestliZe jsou vSechna ¢isla kladn4, vyslo ndm Tt < Ty, takze
trouba nikdy pozadované teploty nedosahne, coz je samoziejmé problém. Jedinou moznosti je
bud minimalizace k, nebo zabudovani sofistikovanéjsiho reguldtoru.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha DG ... stladovani st¥ikacky vzduchu

Lego si hral se strikackou. Natdhl ji na objem V = 20ml, poté zacpal otvor a zacal ji stlacovat,
coz délal velmi pomalu, aby si vzduch uvnitr stihal pres stény vymeérnovat teplo s okolim. Jakou
praci Lego vykonal, kdyzZ stiskl stiikacku na objem V /27 V okoli jsou celou dobu normélni
podminky.

Legovi prislo, Ze mnoho lidi zapomind na okolni vzduch.

Vzorec pre pracu izotermického deja je

kde V4 je konec¢ny objem a Vi je pociatocny objem. Musime si ale uvedomit, ze toto W je praca
vykonand plynom a nas zaujima praca, ktord vykondme my na plyne a t4 bude mat opac¢né
znamienko, ¢o sa prejavi prevratenim zlomku v logaritme.
Na zaciatku mal plyn v striekacke objem V' a tlak pa, Cize zo stavovej rovnice moézeme
vyjadrif
paV =nRT,

¢o po dosadeni do vztahu pre pracu déva
W =p,VIn2=141J.
Snad je ale intuitivne, Ze ked stla¢im striekacku na polovicu jej pévodného objemu, tak redlne

vykondm menej préce, nez ked napriklad zdvihnem 1,51 flasu (priblizne 15N) o 10 centimetrov
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(¢o je len o trocha viac nez 1,4J). Kde sme teda spravili ,,chybu“? Zabudli sme zapocitat to,
ako ndm pomoéze vzduch ¢o mame okolo seba, kedze ten stlaca striekacku spolu s nami a teda
Nakolko atmosféricky tlak ostane pocas stlacania striekacky konstantny, vieme jednoducho
spocitat, kolko prace na stlacani striekacky bolo vykonanej okolitou atmosférou ako

Wa = pa AV :pag =1,0J.

Pracu, ktori musi vykonat Lego mozeme dopocitat ako rozdiel tychto dvoch

1\ .
W=Wr+W, = WL:W—WA:paV(ln2—§>:O,39J.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha DH ... napinava

Monca vzala jablko a polozila jej na okraj kolotoce, ktery roztocila. Potom se postavila do
urcité vzdalenosti od néj. Pod ihlem 45° vii¢i vodorovnému sméru ve stejné vysce, jako je
koloto¢, smérem na jeho stred napnula a vystrelila gumicku o hmotnosti 5,0g tak, Ze jablko
sestrelila. Urcete nejnizsi moznou obvodovou rychlost kolotoce, pokud vite, ze gumicka ma
tuhost 10N-m~! a Monée by se podafilo jablko sestrelit, pokud by ji natdhla nejen na 6,0 cm,
ale i na 5,0 cm. Monca si hrdla na hristi.

Ulohu vyfesime pomoci zékona zachovéani energie. Nejdiive si tedy vyjadiime, jakou energii méla
gumicka po natazeni, tedy tésné pfed tim, nez odletéla na koloto¢. Gumicku aproximujeme jako
dokonalou pruzinu, tudiz jeji energie bude

1 2
E_—*k
23/7

kde k je tuhost gumicky a y je vychylka, do které jsme ji natahli. Po pusténi gumicky se vsechny
energie zméni na kinetickou, tedy

odkud si obecnou rychlost gumicky vyjadiime jako

ky?
el
Abychom spocitali obvodovou rychlost, budeme potiebovat rozdil vzdalenosti jednotlivych
vystreli a rozdil casu jejich letu. Rozdil ¢asti ndm fekne, jakd je polovina periody kolotoce,
protoze jednou je jablko sestieleno, kdyz je blize Monci, a jednou, kdyz je na druhé strané
kolotoce — gumicka tedy v tomto pripadé musi koloto¢ preletét.
onr 2n% nd  m(x — @)

Ukol = i~ = —p = =

T 2L 24t 2(ti —t2)
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kde r je polomér kolotoce, d jeho prumeér, x1,x2 jsou vzdédlenosti, do kterych gumicka doleti,
a t1,t2 jsou Casy letu gumicky.

Nyni si rozebereme samotny pohyb. Jednd se o vrh pod thlem 45°, coz znamend, Ze hori-
zontalni i vertikalni slozka rychlosti jsou stejné velké. Z pravouhlého trojihelniku potom vime,

7e
v=1/vZ+0vZ,

dohromady tedy vyjadiime rychlost jako

v=1/202 =V2v,.

Z rovnic pro vrh nam vychazi dvé rovnice, prvni pro horizontalni vzdalenost a druhé pro vysku

T = Uzt ,
1 o
0= vt — 3 gt”,
z prvni rovnice vyjadrime ¢as a po dosazeni do druhé ndm vyjde
202
= >
g
pro vyjadieni casu poté pouzijeme prvni ze dvou rovnic
f_ T _ 20
Vg g

Staci tedy uz jen dosadit za rychlost ze zdkona zachovani energie

R .
V2 V2V om

Nakonec uz jen spocitdme rozdil casi a vzdalenosti a vse dosadime

Vg

202 202 kyi  ky3 k
(wl_m):il_gzﬁ_ﬂzi(yf_yg) )
Pro cas
2vz1 2U12 2k 2k 2k
th —ty) = /22— 22— — =,/ == — .
(tr —t2) p p 2V \/mQQ Y2 7 (y1 — y2)

Nyni dosadime do rovnice pro rychlost

- Ty (U1 —u3 k - k
oy = Sz m) g WEwR) [k ) ) E (),

2(t1 —t2) 8 -
(tr—t2) 4 2 (41— o) m (v~ y2)

po dosazeni hodnot ze zadani vychazi

[k [0 B -
kol = T [ o (1 +y2)== 570,005 (0,06 + 0,05) = 5,5m-s™ .

Rychlost kolotoce je tedy 5,5m-s~*.

Monika Drexlerovd
monika.drexlerova@fykos.cz
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Uloha EA ... Fingal’s Fingers

Strongman zdviha obrovskou a jisté velmi tézkou tyc. Tato tyc je homogenni s hmotnosti m =
= 250kg, délkou | = 4,5m. Jeden sviij konec ma uchyceny k zemi a miize se kolem néj volné
otacet. Strongman ji zveda tak, Ze postupuje od opacného konce a vzdy drzi aktudlni bod
ve vysce h = 180cm a jde stdle blize k bodu, kde je ty¢ uchycena. Jaka je minimalni sila,
kterou musi pitisobit na tyc¢ ve chvili, kdy je jeho vzdalenost od upevnéni tyce r = 1,5m?
Predpokladejte, Ze strongman stoji svisle. Lego doomscrolloval. . .

Minimalnu potrebnt silu spocitame z rovnovahy momentov sil. Tie budeme pocitat vzhladom
na uchytenie ty¢e (pretoze by bolo naroéné poécitat, akd sila by posobila v nej).

Tiazova sila posobiaca na ty¢ ma velkost Fy = mg a posobi v jej tazisku, ktoré je uprostred
tyce. Nakolko tato sila pdsobi zvislo nadol, tak jedna moznost, ako zratat jej moment sily, je
vynasobit ju vodorovnou vzdialenostou medzi bodom uchytenia a stredom tyce. Uhol, ktory
zviera ty¢ a zem, mozeme spocitat zo strongmanovej vysky a vzdialenosti ako

= arct, ﬁ
Y= gm’

Vodorovnd vzdialenost stredu tyce od osi otdcania potom bude ;2 = (I/2) cos ¢ a z toho
vysledny moment tiazovej sily

l h
Mg = Fgxy/0 = mg§ cos (arctg ;) .

Nech strongman tlaéi silou F' (to je naSa nezndma). Aké je potom rameno sily? Nakolko
strongman nie je obmedzeny tym, ze by musel tlacit jedine kolmo nahor, a nis zaujima mini-
maélna potrebnd sila, tak nas v skuto¢nosti zaujima situacia, ked tlaci kolmo na rameno sily.
Dizku tohto ramena si mozeme jednoducho spoéitat z Pytagorovej vety ako r = v/z2 + k2. Jeho
moment sily tak bude

My = F+/x2+ h2.

Zostédva nam este vyriesit v ¢lene Mg ten cos (arctg(h/z)). Budto modzeme pouzit nejaké
vlastnosti goniometrickych funkcii, alebo si mézeme v§imnit, Ze ten trojuholnik s preponou 1/2,
ktorého prilahlii odvesnu sme chceli spocitat, je podobny trojuholniku, ktory sme prave pouzili
(a sice tomu s preponou v/z2 4 k2 a prilahlou odvesnou ). CiZe namiesto goniometrie sme
rovno mohli pisat

l T
Ty/2 = EW .

Déame velkosti oboch momentov sily do rovnosti

Mg = M,
l T
mg—-———— = F+\/22 + h?,
g2 /x2 + h2
1 lx .
F=-mg———— =15kN.
2mgx2—|—h2 0

Z rovnice mdzeme vidiet, ze ked bude strongman skoro na konci, bude musiet pdsobit uz
len velmi malou silou. Zato, kym bude x > h, tak bude potrebn4 sila imernd 1/z.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha EB ... Lego si puijéil Verdinu minci

Lego si od Verci piijcil jeji minci z minulého roku a rozhodl se, Ze prozkouma jeji vlastnosti.
Pustil si pohyblivy pds, ktery nabyl rychlosti v. Potom vzal minci a polozil ji na néj tak, aby
se mohla kutélet ve sméru jeho pohybu a aby se v moment vypusténi nehybala ani nerotovala.
Koeficient smykového treni mezi minci a pasem je f. Po jak dlouhé dobé mince prestane pro-
kluzovat? Mince je homogenni disk s polomérem r a hmotnosti m.

. a kdyby to Lego udélal driv, mohl by poradit Vojtovi s petanquem...

Co sa stane, ked mincu polozime na pas? Bude preimykovat a tym padom ju bude trecia
sila roztacat a zrychlovat. Toto presmykovanie sa zastavi, ked rychlost bodu na spodku mince
dosiahne rychlost pasu v. Rychlost spodného bodu je pritom rovna sictu rychlosti pohybu
stredu mince a obvodovej rychlosti rotiacie mince. Podme si teda vyjadrit ¢asovy vyvoj oboch
tychto rychlosti.

Zacneme zrychlenim stredu mince. Tato cast je jednoduché: vysledné sila posobiaca na
mincu je rovné trecej sile, ktord sa rovna sucinu koeficientu trenia a normalovej sily, ktord je
v tomto pripade rovné tiazovej. Cize F; = fmg. Zrychlenie dostaneme podelenim hmotnostou
mince, ¢ize a = F;/m = fg. Tym pddom je transla¢nd rychlost mince vs(t) = fgt.

Na zistenie rotac¢nej rychlosti potrebujeme zistit najprv uhlové zrychlenie, ktoré dostaneme
ako podiel momentu sily a momentu zotrvacnosti. Uz vieme, Ze trecia sila, ¢o pdsobi na mincu,
mé velkost Fiy = fmg. Nakolko ma minca polomer r, bude moment tejto sily vzhladom na
stred mince My = Fir = fmgr. Moment zotrva¢nosti homogénneho disku s hmotnostou m
a polomerom 7 je I = mr?/2. Tym padom bude uhlové zrjchlenie mince
M, _ fmgr _ 2fg

T Lmr? r

Uhlové rychlost rotdcie mince sa v ¢ase bude menit ako w(t) = et = 2fgt/r a obvodova
rychlost teda bude v, (t) = w(t)r = 2fgt.

Zostéva si predstavit, ktorym smerom bude pds mincu rozhybavat a roztacat. Na spodku
mince ma translacné a rotacné zlozka rychlosti rovnaky smer, a teda vysledné velkost rychlosti
bodu na spodku mince bude stu¢tom velkost{ tychto dvoch rychlost{ v, (t) = v¢(t) +v:(t) = 3fgt.

Mame prist na to, kedy prestane preSmykovanie. Ako sme uz povedali v tivode, nastane
to prave vtedy, ked sa vy, spodného bodu mince vyrovna v pésu, Cize dostdvame jednoduchu

linedrnu rovnicu v

3fgt=v = t=_—.
3fg

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha EC ... sprchova

Verca se sprchuje pod proudem vody vychdzejicim z hlavice upevnéné na sto-

janu ve sprchovém kouté. Hlavice ma délku r = 25cm, je naklonéna pod B

P o . ox oo, . . i p—
thlem o = 45° vici vertikalni ose stojanu a voda z ni vystrikuje kolmo rych- rvo\
losti vo = 5,5m-s~ . Proud vody dopada na Veréu ve vodorovné vzdilenos- " |l AN

ti d = 50 cm od stojanu. Ona vsak preferuje, aby na ni voda dopadala z vétsi " \Verca

vysky, posune proto hlavici o h vys. Pak prenastavi tihel mezi hlavici a stoja- D)
nem na velikost 3 = 60° tak, aby na ni voda opét dopadala ve vzdalenosti d.
O jakou vysku h Verca hlavici posunula na stojanu nahoru? Tloustku proudu
vody zanedbejte a uvazujte, ze hlavice, stojan a misto dopadu vody na Vercu L

jsou v jedné roviné. Ndpady prichdzeji ve sprse. d
Voda zacina striekat zo vzdialenosti do = rsina od osy stojanu. Priemet jej rychlosti do

vodorovného smeru bude vo; = vg cos a. Z toho moézeme vypocitat ¢as, ktory potrva vode cesta

z hlavice na Vercu .
. d—dy d— rsina
1= = .
Vox Vo COS &

7 toho mo6zeme spocitat vyskovy rozdiel h; medzi bodmi, kde voda opusti hlavicu a kde dopadne
na Vercu

1 d—rsi 1 d—rsi
h1:voyt1+§gtfzvosina rsma+7 ( rsin o

2
) =36cm,
Vo COS (¢ 2

Vg COS ¢
kde g je tiazové zrychlenie.

Nésledne mézeme tento postup zopakovat aj s uhlom 3, z ¢oho dostaneme pre tento pripad
vyskovy rozdiel ha. Musime ale mysliet na to, ze rozdiel medzi vyskami h; a ha je spésobeny
dvomi faktormi: tym, ako Verca posunula celd hlavicu nahor a tym, ako ju sklopila na iny uhol.
Takze ak chceme spocitat, o kolko hlavicu posunula, musime odcitat rozdiel spésobeny zmenou
uhla. Rozdiel vo vySkach medzi bodom uchytenia hlavice a jej koncom je 7 cos o (bod uchytenia
je o tuto hodnotu nizsie), takze h1 — rcosa je o h menej nez ha — r cos 3. Dostdvame preto
rovnicu

. d—rsina 1 d—rsina\?
sma7+79<7) —rcosa+ h =
Cos «v 2 Vg COS (¢
. . 2
:sinﬁd_rsmﬂ—f—lg d—rsinf —reosf
cos 8 2 Vo cos 3
1 d—rsing 2 d—rsina\?
- ((fm) - ()
2 Vo cos 8 Vo COS ¢
d—rsi d—rsi .
+sin g Tsm’B—Sina rsma—r(cosﬂ—cosa):24cm.
cos 3 COos «

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha ED ... cesta do nestfedu Zemé

Jaky je tihel sevieny mezi spojnici stiedu Zemé s bodem na ¢ = 50,1° rovnobéZce na zemském
povrchu a smérem tihového zrychleni v tomto bodé?
Lega opravdu napadaji takovéhle otazky.

Tiazova sila pdsobiaca na hmotny bod na zemskom povrchu je sictom gravitacnej sily, ktora

tahd tento hmotny bod smerom ku stredu Zeme, a odstredive;j sily, ktord nan (zdanlivo) posobi,

lebo rotuje spolu so zemskym povrchom. Téato sila pdsobi v smere kolmom na zemsku os (a lezi

v rovine danej zemskou osou a tymto hmotnym bodom). Tiazové zrychlenie je potom stétom

gravita¢ného zrychlenia a odstredivého zrychlenia, pricom obe dostaneme tak, Ze silu pésobiacu

na hmotny bod vydelime jeho hmotnostou m. Spocitajme si najprv velkosti tychto zrychleni.
Zem ma hmotnost M a polomer R, potom gravitacné zrychlenie bude mat velkost

ag = G% =9,80ms 2,
kde G je Newtonova gravitacnd konstanta.

Pre uhol ¢ od rovnika bude polomer roticie r = Rcos . Dalej vieme, %e Zem sa oto&i
raz za T = 24 h, takZe jej uhlovd frekvencia rotacie je w = 2nf = 2r/T. Velkost odstredivého
zrychlenia je potom

Qod = Wir = 0,0216 m-s” 2.

Zostéava trigonometria. Obe zrychlenia lezia v rovine danej zemskou osou a bodom, v kto-
rom podsobia. Odstredivé zrychlenie je kolmé na zemsku os a smeruje pre¢ od nej. Gravitacné
zrychlenie ma zlozku v smere kolmom na zemsku os s velkostou ag cos ¢ smerujicu k zemskej
osi a zlozku v smere rovnobeznom so zemskou osou ag sin ¢ smerom ku stredu Zeme. Vysledné
(t.j. tiazové) zrychlenie bude mat zlozku rovnobeznu so zemskou osou rovnaku ako gravitac-
né zrychlenie a zlozku kolmu k zemskej osi velkosti ag cos ¢ — aoq. Potom uhol, ktory tiazové
zrychlenie zviera s kolmicou k zemskej osi, bude

o = arctg __aesmy 50,2° .
aG COS Y — God
Nakolko uhly, ktorymi st oznacované rovnobezky, si tiez merané od kolmice k zemskej osi (rov-
nik je 0 a pély st 90), na urcenie uhlu medzi spojnicou bodu so stredom zeme a tiazovym
zrychlenim potrebujeme zobrat ich rozdiel. Cize v nasom pripade |o — ¢| ~ 0,1°.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha EE ... vodivy vzduch

Deskovy kondenzator o plose desek A a jejich vzajemné vzdalenosti d nabijeme na napéti U.
Urcete, za jak dlouho toto napéti klesne na tretinu, pokud je mezi deskami vzduch o mérné
elektrické vodivosti o. Jardovi se vybily baterky.

Kapacitu tohoto kondenzatoru urc¢ime standardné jako

cA
C—F,
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kde ¢ predstavuje permitivitu vzduchu a vyznam A resp. d pozname ze zadéani. Napéti U
s ndbojem na deskich @ spojime vztahem Q = CU.
Uvazujme, ze vzduch mezi deskami tvori rezistor s velkym odporem, konkrétné

1d
R=—-—.
oA
Parazitni proud mezi deskami pak ur¢ime jako
U
I1==
R )

a naboj na deskach se snizuje jako
dQ av . U
v “w TR

Toto je diferencidlni rovnice, kterou vyresime separaci proménnych

U =Up exp(fé) .

Nyni potfebujeme dosadit za vySe nalezené hodnoty odporu a kapacity

eAld 5
CR="T54A~ 5

takze Casovy vyvoj napéti na kondenzétoru je
t
U =Uy exp(—a—> .
€

Reseni nasf tlohy pak je

T=—1In(3).

S

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha EF ... mij bratr Coriolis

Pepa si chtél prakticky pripomenout gravitaci, a tak si vymyslel (myslenkovy) experiment:
O jakou vzdélenost od paty kolmice se odchyli uéebnice pii volném padu z Ustavu teoretické
fyziky MFF UK piisobenim Coriolisovy sily? Uvazujte, ze Ustav je ve vysce h = 60m, odpor
vzduchu je zanedbatelny a zemépisnd Sitka Prahy je ¢ = 50° N. Vztah pro Coriolisovo zrychleni
jedc =—2d x U. Pepa délal zkousku z obecné teorie relativity.

Pri rieSeni budeme zanedbévat efekty vyssich rddov. Budeme teda uvazovat bezny volny pad
(rovnomerne zrychleny pohyb), kde navyse na teleso pdsobi Coriolisova sila. TG budeme po cely
cas uvazovat vo vodorovnom smere, pretoze podla vztahu zo zadania je vzdy kolméa na rychlost
padu v a té sa vyrazne neodchyli od zvislého smeru.

V nasom pripade bude Coriolisova sila sposobend rotaciou Zeme okolo svojej osi, takze nasa
velkost uhlovej rychlosti bude w = lot-deti”! = 7,27 - 10 °rad-s™! a jej smer bude zhodny
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so smerom zemskej rotaénej osi. Z toho plynie, Ze uhol medzi vektormi & a — bude 90° — ¢,
teda
ac = —2|& x v] = 2|d| 9] sin(90° — ¢) = 2wv cos(yp) .

Preintegrovanim tohto zrychlenia cez ¢as potom dostaneme hodnotu vodorovnej zlozky rych-
losti vy (t) telesa v Case t. Pouzijeme pritom aproximéciu, ze tdto vodorovna zlozka bude pocas
celého padu vyrazne mensia ako zvisld zlozka rychlosti v,, takZe |U(t)] = +/v2(t) + v3(t) =~
~ v,(t) = gt.

t t
ve(t) = / ac(t) dt = / 2wgt cos(p) dt = wgt® cos(y),
0 0

pri¢om pociatoéni hodnotu vodorovnej rychlosti vy(0) sme (rovnako ako v,(0)) polozili rovna
nule. Dal$im preintegrovanim cez ¢as dostaneme drdhu, ktoru teleso prejde vo vodorovnom
smere, teda presne hladané odchylenie od priamej zvislej trajektérie

3

¢ ¢
sv(t) = / vy (t) dt = / wgt® cos(yp) dt = wg% cos(¢p) .
0 0

Teraz uz staci len dosadit ¢as, za ktory teleso prejde volnym padom (iba vo zvislom smere)
vysku h, teda
t2 2h
5> .

Takze hladanym odchylenim je

[oh3
sv(to) = % %w cos(y) = 6,5mm.

Jakub Kliment
jakub.kliment@fykos.cz

Uloha EG ... interstelarni okolada

Nejmenovana cokolddovna se kvili snizeni nakladi rozhodla distribuovat ¢okolddu na vzdalené
planety. Spocitejte, na jakou nejdelsi vzdalenost miizou poslat zasilku 10 stogramovych tabulek,
Jjejichz expiracni doba vyprsi presné za t.ox = 1,0y a o kterych spolecnost miiZze mimozemstaniim
tvrdit, Ze jejich maoa = 5,0kg cokolady je uz na cesté. Uvazujte, Ze rychlost blizici se rychlosti
svétla nijak neovlivni vlastnosti ¢okolddy (chut, viini, datum expirace, atd.) a Ze doba, po kterou
bude ¢okoldda zrychlovat, je zanedbatelna viici ¢asu celého letu.

... nebyvaly ty cokolddy vétsi?

Pro vypocet nejvétsi mozné vzdalenosti musime spocitat rychlost, jakou musi dodavka letét,
a Cas, jaky cokoldda poleti, aby nevyprsela jeji expirac¢ni doba.

Nejprve spocitame rychlost, pti které bude splnéna podminka na hmotnost dodavky ¢oko-
lady. Tuto rychlost jednoduse vyjadiime ze vzorce pro relativistickou hmotnost

_ Mecok
Mdod = —F7—— -

2
v
1-%
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Rychlost tedy bude

( Mecok ) 2

v=cq/1l—|(——

Mdod

Nyni spocitdme cas. Uvazujme, Ze kdyz se ¢okoldda pohybuje témér rychlosti svétla, nebude to
mit zadny dopad na jeji vlastnosti, tedy jeji expiracni doba zlstane stejna. Vime vSak také, ze
pri této rychlosti se ¢as v soustavé ¢okolddy zméni, tedy musime prepocitat i maximélni dobu,
kterou cokoldda miize letét, aby to byl v jeji soustavé pravé 1 rok. Pouzijeme tedy vzorec pro

diletaci ¢asu
tcok =t \/ 3

tcok
Do vyjadireného casu jesté dosadime vypocitanou rychlost a dostaneme

tcok _ tcokmdod
Mcok
c2 (17<mcok)2> o
Mdod
1—— =/

Nyni uz stac¢i jen oba vypocitané maximalni tdaje dosadit do vzorce pro vzdalenost

tcokmdod mcok mdod
r=1tv= —_— = tcokC
Mcok mdod mcok

Nakonec jen dosadime ¢iselné hodnoty ze zadédni. Muzeme si povSimnout, Ze souéin tcok - ¢ ndm
dava svételny rok, tedy staci vycislit vyraz v odmocniné

5,0kg

2
1| 1y = (1-v24) Iy = 4,91y
1,0kg> y=( ) ly =491y

Nejvetsi vzdélenost, na jakou mizeme tuto doddvku ¢okolddy poslat, je 4,9 svételnych let.

Monika Drexlerovd
monika.drexlerova@fykos.cz
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Uloha EH ... 4 kladky a 4 zavazi
Meéjme kladky a zavazi usporadané podle obrazku. Zavazi maji 7
hmotnosti m1 = 1,1kg, ma = 2,2kg, ms = 3,3kg a ma = 4,4kg.

Vsechna lana i kladky jsou nehmotné a dokonale nepruzné. S ja- “

kym zrychlenim bude zrychlovat zavazi s hmotnosti m1? Uvedte
kladné znaménko, bude-li zrychlovat smérem dolii, a zaporné,
pokud nahoru.
Lego chtél néjakou relativné typickou dlohu na kladky. -
m m

To, ze lana aj kladky si nehmotné, znamend, ze vysledné sily
aj momenty sil, ¢o na ne pdsobia, musia byt nulové (lebo F =
= ma = 0a = 0). V nasledujicom odseku tento fakt opakovane
pouzijeme.

Pre obe land, na ktorych visia kvadre, plati, ze po celej ich I_m_S_I
dizke je napitie rovnaké. Oznaéme si pnutia v lanach ako T} a Tb.
Horna volné kladka je fahana nahor silou 277, takze lano, ktoré
z nej visi, ju musi tahat nadol rovnako velkou silou. Toto lano je tiez nehmotné, a teda tahd
dolnu voInt kladku silou 277 nahor. Tato kladka je tahana nadol druhym lanom silou 275. Musi
teda platit 277 = 273, z ¢oho je zjavné, Ze napétia v oboch lanach st rovnaké. Oznac¢me T =
=T, ="T.

Definujme zrychlenie kazdého kvadra ako kladné, ak smeruje nadol, a zdporné, ak smeruje
nahor. Potom méZzeme napisat pohybové rovnice (2. Newtonov zdkon) pre vSetky kvidre ako

miar =mag— T,
moaz = mag — 1,
maaz = mag — T,

maaqg = mag — T .

Este je potrebné pouzit fakt, e lané nemenia svoju dizku a kladky nemenia tvar. Predstavme
si, Ze z4vazia trocha poposivame. Co sa stane? Horna voln4 kladka sa pohne nahor o priemer
posunutia zavazi mi1 a meo nadol. Dolna kladka sa musi pohnit nahor o rovnaku drahu, teda
o priemer posunutia zavazi mi a me, ¢im sa nahor musi o rovnaku vzdialenost posunut aj tazisko
zévazi m3 a ma. Z toho dostaneme podmienku pre posunutia zavazi. Oznacme si posunutie
zévazia ako kladné, ak je v smere nadol, a ako zdporné, ak je v smere nahor. Potom moézeme
tito podmienku symbolicky vyjadrit nasledovne

Az + Azo _ Azs + Azy

2 2 ’
Ax1 + Azxs + Axs + Axy = 0.
Ked tuto rovnost dvakrat zderivujeme podla casu, dostaneme podmienku pre zrychlenia
ar+az2+az+as=0.

Méme teda 5 rovnic (4 pohybové a 1 podmienku na zrychlenia) a 5 nezndmych (4 zrychlenia
a 1 napétie v lane). Podme ich vyriesit. Do podmienky na zrychlenia dosadime z pohybovych
rovnic vSetky zrychlenia okrem a1 (lebo to nds zaujima)

1 1
wisg-r(La Ly L),
ma

1
ms3 maq
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Teraz uz len dosadime za T z prvej pohybovej rovnice
1 1 1
a1 +3g+mi(a1 — g) (7 + — +f) =0.
mo ms3 ma

Podelime vsetko mi, ddme Cleny s a; na jednu stranu a ¢leny s g na druhi. Potom uz len
podelime faktorom pri a; a dostédvame vysledok

-3 4 1 4,1 4 1

_ my mo ms3 may KN —2
a1 = — I T —9=-90ms"".
m1 + mo + m3 + my

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha FA ... T¥i soutésky

Jak se zménila délka dne poté, co byla v Ciné naplnéna prehrada Tii soutésky? Maximdalni
objem prehrady je 39,3km®, primérnd vyska 160mn.m. a poloha 30° severni sitky a 111°
vychodni délky. Predpoklddejte, ze voda byla piivodné rozmisténa po povrchu celé planety.

A preci jen lidé mohou pohnout Zemi!

Uvazujme model, kdy se voda z povrchu ocednu pienese do jednoho bodu, aby vyplnila dany
objem prehrady. Takto se zméni rozlozeni hmoty na celé planeté, jeji moment setrvacnosti
a podle zakona zachovani momentu hybnosti pak i rychlost rotace, tedy délka dne. Nadmotska
vyska je zanedbatelnd oproti poloméru Zemé, proto uvazujeme, ze Tti soutésky jsou v jednom
bodé na povrchu Zemé.

Pavodné byl moment setrvacnosti dan jako

Ji = gM@Rga :
5

Objem pfenesené vody byl V = 4nR§ed, kde d = 0,08 mm je tloustka vody na hladiné, ktera

byla odebrana. Moment setrvac¢nosti Zemé, kdyz neuvazujeme tuto povrchovou vrstvu, je

J_=J — %vaﬁe,

kde p je hustota vody a v rovnici uvazujeme zanedbani diky d < Rg. Naopak se ale tato voda
koncentrovala do jednoho bodu, ktery je ve vzdalenosti Rg cos ¢ od zemské osy rotace, kde
» = 30° je zemépisna Sifka polohy této prehrady. Novy moment setrvacénosti Zemé je proto

22

Jr = Ji 3

VpRge + VpR?e cos® p.
Nyni rozepisme zakon zachovani hybnosti z tvaru

Jiwi = Jpws,

kde
L2
T
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je uhlova rychlost rotace a T je jeji perioda. Dostavame

Ji Je Ji — %VpRge + VpRé cos® @ 5Vp (2 2 )
— = — = Ti=1T; =Ti(1-= Z_ < .
T - T f T oM \3 P ¥

Zména délky dne je proto

AT =T; —T; :Ti% (cos%pf ;) =0,12ys.

Den se prodlouzil o 0,12 ys.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha FB ... TEM

V transmisnim elektronovém mikroskopu (TEM) je mozné pozorovat i difrakci elektronii na pe-
riodické mrizce atomi v krystalech. Uvazujte, ze elektrony urychlené napétim 90,0kV dopadaji
kolmo na cétvercovou mrizku zlatych atomi o mrizkové konstanté 407,856 pm. O kolik stuprii
se vychyli elektrony v maximu prvniho radu?

Jarda chteél spojit vsechny oblasti fyziky do jedné ilohy.

K feseni této tlohy musime vyuzit znalosti z oblasti kvantové fyziky, relativity a vilnové optiky.
Elektrony dopadajici na mrizku atom maji vinové vlastnosti urcené jejich vlnovou délkou.
Ta je dana jejich hybnosti, kterou ale musime spocitat s pouzitim specidlni teorie relativity —
klasicka fyzika by nevedla ke spravnému vysledku. Nakonec s pouzitim znalosti jejich vlnové
délky spocitame jejich odchylku od puvodniho sméru.

Zacneme od konce — pro difrakci vlny na miizce plati vztah

dsina = kX,

kde d je vzdalenost atomu v mfizce,  hledany thel od kolmice k povrchu, £k = 1 je rad
maxima, ktery je podle zadani roven jedné, a A je vilnova délka dopadajicich elektronu. Vztah
se da odvodit z jednoduché tvahy. Rozptyl elektronu je nejsilngjsi v téch smérech, ve kterych
nastava konstruktivni interference. Drahovy rozdil v urazené vzdélenosti elektronu tedy musi
byt roven celo¢iselnému nasobku vinové délky A. To ndm dava pravou stranu rovnice predeslého
vztahu, leva strana zase plyne z geometrického ndkresu onoho drahového rozdilu.

Vidime tedy, Ze potfebujeme znat vlnovou délku elektront. Ta je podle de Broglieho teorie
dana jako

)\ = -
p

kde h je Planckova konstanta a p hybnost dané ¢éastice. Je ziejmé, Ze pro makroskopické pred-
méty je jejich vlnova délka zanedbatelnd, zatimco pro mikroskopické castice je srovnatelnd
napi. s meziatomovou vzdalenosti a muze dochazet k interferenénim jevim, jako je difrakce.
Nasim dalsim tkolem je tedy spocitat hybnost.

V klasické fyzice mizeme hybnost urcit jednoduse z kinetické energie. Elektrony ziskaly
urychlenim pfi napéti U = 90,0kV kinetickou energii Ex = Ue = 90,0 keV. Tato hodnota je ale
uz fadové srovnatelnd s jejich klidovou hmotnosti Ey = 511keV, coz je podminka pro nutnost
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pouziti specidlni teorie relativity. Hybnost zde muzeme spocitat z klidové energie a celkové
energie ¢astice podle vztahu

E? = (Ey+Ue)? = Ej 4+ p°c?,

kde E = Eo+Ue je celkova energie Castice. Hybnost na zdkladé znalosti energie tedy dopocitame

jako
1 1
P= (Eo +Ue)® — E2 = E\/2E0U€+U2€2

Nyni jiz méme vSe, co potfebujeme pro vypocet odchylky od ptuvodniho sméru. Za¢neme tedy
dosazovat do prvniho vztahu
h hc

. A
siha=>-=—= —nu—" |
d pd d2FEUe + U2e2
odkud
a =0,551° = 9,61 mrad .

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha FC ... dali ziavody hmotnych bodu

Lego se pripravuje na soutéz teoretickych fyzikii, kterf proti sobé soutézi v zavodech hmotnych
bodi. Hmotné body krouzi po trati, ktera vede kolem tyce délky L lezici na zemi. Lego vyrobil
sviij hmotny bod tak, Ze dokdze vyvinout nejvyssi zrychleni a a jeho rychlost vzhledem k trati
ma vzdy stejnou velikost. Poradte Legovi, jak ma zvolit velikost této rychlosti, aby jeho hmotny
bod obkrouzil ty¢ za co nejkratsi cas.

Lego je pordd prilis nesikovny na to, aby zdvodil s necim skutecngm.

Mozeme predpokladat, ze trat sa sklada z dvoch identickych roviniek a dvoch identickych zédkrut.
Preto ndm staci sledovat sticet ¢asu pre jednu rovinku a jednu zakrutu.

Pre velkost rychlosti v sa bude musiet hmotny bod otacat po kruznici (s polomerom R), pre
ktort plati

2 2
v v

Polkruhova zakruta bude mat pre Legov hmotny bod dizku o /2 = nR, ¢ize ju prejde za Cas

0/2 w©R w
tl = — = —,
v v a

Ak si Legov bod nacasuje zdkrutu spravne, tak nielenze prejde bodom kde palica kondi,
ale navyse nim prejde tak, ze bude prave smerovat kolmo na palicu. Potom cast okruhu, ktora
pdjde rovno, bude maf dlzku L — 2R, pretoze na jednej aj na druhej strane je polkruznica
s polomerom R (tu mléky predpokladdme, ze L > 2R, pri¢om sa neskor vratime k tomu, ze to
tak byt nemusi). Potom ¢as, ktory Legovmu bodu bude trvat jedna rovinka, bude

ST v T a
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Chceme minimalizovat ¢as

L 2 L
Tetitta="24 2 2Ly Y
a v a v a

kde parameter, cez ktory minimalizujeme je v. Cize zderivujeme T podla v a polozime vysledok
rovny 0:

dT L T—2
dv v?2 a

)

¢im sme dostali optimélnu rychlost.

Podme si to ale este overit, nakolko pretoze sme uprostred riesenia spravili predpoklad,
7e L > 2R. Tento predpoklad hovori, 7e t4 ,rovinka“ m4 nezadpornu dizku, ¢ize ak by tato
»optiméalna rychlost* nespiﬁala dany predpoklad, bolo by to len désledkom nespravneho pouzitia
matiky. Po uvazeni dostdvame

2
Vopt L L

Ropt = —2 = —.
Pt a n—2>2

Pockat, ono to tentokrat naozaj bolo treba overovat (4no, samého ma to najprv prekvapilo).
Hraniénd rychlost, pre ktori bude 2R = L je

2
L=2r=2L = =L
a 2

¢o sedi s tym, ze pre tuto rychlost ma ,rovinka* nulovi dizku. Nami pouzity postup na vypocet
casu tak bude fungovat len pre rychlosti v < vg.

Pre rychlosti v > v bude bod kruzit jednoducho po kruznici danej polomerom, ktory sme
spocitali. Nakolko je priemer tejto kruznice vacsi alebo rovny ako L, palica sa do nej zmesti, Cize
bod méze takto skutocne kruzit okolo palice. V tomto pripade bude ¢as (polovice) obkriZzenia
proste T' = t;1. Derivovanim tohto casu dostaneme

o= dbr =
dv a
¢o nema riesenie. To znamend, ze Cas pre v > vy ma globdlne minimum niekde na hranici
intervalu, na ktorom ho hladame. Nakolko je jeho derivicia kladné, bude to na spodnej hranici
tohto intervalu, ¢ize pre v = vg. Obdobne, T' = t; + t2 mé pre vSetky v < vo deriviciu zapornt.

Cize minimum dosiahneme pre
La
vEREy g

¢o skratka zodpoveda situacii, ked bod kruzi po takej kruznici, ze palica je jej priemerom.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha FD ... kmitajici plovouci deska

Lego na vodni hladiné uvidél plavat desku s tloustkou ¢ = 1,0 cm, délkou a = 100 cm, sitkou b =
= 10cm a hustotou pa = py/2, kde py je hustota vody. Rekl si tedy, Ze ji vyuzije (jak jinak) na
malé kmity. Tentokrat ji vsak nestlacil jen jednoduse doli, ale namisto toho ji rozkmital tak,
Ze ji trochu pootocil kolem jeji nejdelsi osy (ta mé délku a). Jaka bude perioda téchto malych
kmita? Lego upravoval vlastni dlohu, takZe si nikdo nebude stézZovat, Ze krade.

Oznacme si uhol, o ktory Lego dosku pootocil, ako dp. Pokial bude tento uhol dostato¢ne maly,
mobzeme zanedbaf to, ako sa v dosledku tohto pootocenia presiivaju casti dosky, ktoré uz si cely
cas pod hladinou, a riesit iba casti dosky, ktoré sa tymto dostant nad hladinu, alebo naopak
pod hladinu.

Zaujima nas moment sily posobiaci proti tomuto pootoceniu. Ten bude sposobeny tym, ze na
strane, ktora sla pooto¢enim nadol, bude teraz ponorend vicsia Cast dosky nez predtym (a teda
tam teraz bude posobit vadsi vztlak nahor) a obdobne na opacnej strane sa doska z Casti vynori,
¢ize tam zas bude posobit nizsia vztlakova sila. Nakolko doska bola predtym v rovnovahe (a jej
tiaz sa tymto nezmeni), to o kolko sa zmen{ vztlakova sila v nejakom mieste je rovné vyslednej
sile v tom mieste. A ako sme spominali, zaujima néas vysledny moment sily, ¢ize pre kazdua
vzdialenost od osi spocitame silu, prendsobime vzdialenostou a toto preintegrujeme cez vsetky
vzdialenosti.

Budeme teda integrovat cez obdiiniky v danej vzdialenosti  od osi, jedna strana takého
obdiznika bude @ a druha dz. Pre malé uhly dy sa vyska dosky v mieste daného obdiznika
zmeni o x dp. Tym paddom sa tam objem ponorenej casti zmeni o

dV =z dpadx.

Aby sme z toho dostali element sily, prendsobime to gp., a element momentu sily z toho
zas dostaneme prendasobenim x

dM = zdF = zgp, dV = gpvaz® dpdz,
¢o preintegrujeme od —b/2 po b/2

3 3
M= /2 gpvaz® dpdz = gpva dsol[r?’]% by = lgpvabf de.
_ % 3 T2 3 4

Doska je do rovnovaznej polohy vracand momentom sily, pre ktory sme dostali aktsi uhlovi
tuhost a velkosti k, = (1/12)gpyab® krat uhol vychylenia.

Nakoniec este potrebujeme vyjadrif uhlovi zotrvacnost, inymi slovami moment zotrvacnosti
okolo nasej osi. Z definicie by sa samozrejme dala spocitat integraciou, ale mdézeme aj vyuzit
fakt, ze pri pohlade v smere osi je doska obdiinik7 a teda bude mat moment zotrvacnosti
homogénneho obdiznika so stranami b, ¢ a hmotnostou m. Hmotnost dosky je pritom m =
= abcpq. Dosadime do vzorca pre moment zotrvacnosti obdizniku

_ 1 2 2
J = 12abcpd(b +c%).

Tym pddom bude uhlové zrychlenie e = M/J v smere opacnom ako vychylka, ¢ize pohybovd
rovnica bude

.k
d 2 dp=0
et de ;
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¢o je rovnica pre linedrny harmonicky oscilator. Vynechame prednasku o jej rieseni a proste
dosadime do vzorca na periédu malych kmitov

c(b? 4 ¢?)
2gb?

5 abepa(b? + ¢2) _
139pvab®

=0,14s.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha FE ... mobilni zrcadlo

Teri se koukala na obrazovku svého mobilu ze vzdalenos-
ti 20,0cm. V jednu chvili ji ale upoutal jeji odraz na obrazovce
a zaostrila na néj. Kolikrat musela zvétsit polomeér krivosti ¢o¢- ~fay ™7 e
ky ve svém oku, pokud budeme predpokladat, Ze je tato cocka
symetricka a tenka? Polomér kulového oka je 1,20 cm, index lo-
mu vzduchu je no = 1,00, cocky n1 = 1,42 a sklivce ny = 1,34.
Teri priddvala stories na FYKOST instagram.

V této tloze pouzijeme nasledujici znaménkovou konvenci. Pfedmétova i obrazova vzdalenost
je zapornd nalevo od rozhrani (resp. kladnd napravo od rozhrani) a polomér kfivosti ¢ocky je
kladny, kdyz stied kiivosti lez{ napravo od rozhrani (resp. zdporny, kdyz lezi nalevo). Vzdalenost
predmétu je proto a1 = —20cm. Paprsek jde zleva doprava, a proto je stied kiivosti prvniho
rozhrani kladny a druhého zaporny.

Coéku obklopuje z jedné strany vzduch a z druhé sklivec. Proto pouzijeme pro kazdé rozhrani
¢ocky rovnici pro zobrazeni kulovym rozhranim

w(-h)-n -3

\e R/ "\& R/

kde no je index lomu prvniho prostredi, n; index lomu druhého prostredi, a vzdalenost pred-
métu, a’ vzdalenost obrazu a R je polomér kfivosti rozhrani (¢ocky).

Nejprve spocitame, kam se zobrazi obrazovka. Pro prvni rozhrani, kde je dle znaménkové
konvence polomér kiivosti cocky kladny, dostaneme rovnici

( 1 1 ) (1 1 )
n(l———=—)=m{—-—-=),

0 al R ! s’ Ry

kde ng je index lomu vzduchu, n; index lomu ¢ocky, a1 vzddlenost predmétu (zde vzdalenost ob-
razovky), s’ vzdalenost obrazu a R je polomér kiivosti éocky. Pievracend hodnota vzdalenosti

obrazu je tedy
1 o ( 11 ) 1
S/ - ni al Rl + Rl ’

Vzdalenost tohoto obrazu nyni urc¢ime jako vzdalenost pfedmétu pro zobrazeni druhym
rozhranim ¢ocky s’ = s. Opét pouZijeme rovnici pro zobrazeni kulovym rozhranim

m(ta L) —m (el
! S Rl -2 a’l R1 ’
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kde se pred ¢lenem 1/R; zménilo znaménko, protoze je zde kvuli znaménkové konvenci zapor-
né Ry (diky symetrii ¢ocky je vSak absolutni hodnota stejnd jako u prvnfho rozhrani). Déle
je v rovnici a} vzdédlenost pfedmétu, no je index lomu sklivce a za 1/s si dosadime vysledek
pfedchozi rovnice. Pokud m4 byt obraz zaostieny, mus{ se zobrazit na sitnici, tedy a} = 2r, kde
7 je polomér oka.

Celkové si vyjadiime polomér kiivosti z predchozi rovnice

Ry — 2a17(2n1 — ng — n2) .

2nor — noa1

Pii pohledu na odraz na néj Teri zaostrila. Tento odraz je od obrazovky stejné vzdéaleny jako
ona, tudiz dostdvame pro predmét novou vzdalenost az = 2a;1 a novy polomér kiivosti Ro
si vyjadiime podle predchozi rovnice jako

Ry — da1r(2n1 — ng — n2)

2nor — 2nsaq
Kdyz si ddme do poméru R; a Ra, dostaneme vyslednou zménu poloméru kiivosti

E _ 2nor — naa1 104,
R: ner — N2a

Teri tedy musela zvétsit polomér kiivosti svoji ¢ocky o 4 %.

Tereza Hochmanovd
tereza.hochmanova@fykos.cz

Uloha FF ... hmotny bod v kulatém rohu

Uvazujme rovinu ohranicenou mantinelem ve tvaru kruznice o poloméru R = 15 m. Hmotny bod
se nachdzi uvniti tésné u hrazeni. Nahle je vysldn rychlosti vo = 30m-s~! teéné k mantinelu.
Tteni mezi podlozkou a hmotnym bodem je dano koeficientem tieni f = 0,60, stejné jako trenf
mezi nim a mantinelem. Za jak dlouho se bod zastavi?

Jarda se inspiroval svou oblibenou ulohou.

Treci sila je ddna jako

Fr=—fFx,
kde Fn je normalova sila na podlozku nebo na mantinel, znaménko minus vyjadiuje, ze tfeci
sila pusobi proti sméru pohybu hmotného bodu. Pro tfeni mezi hmotnym bodem a podlozkou
tieci sila odpovida

FT = _fmg7
pro tieni mezi hmotnym bodem a mantinelem je ddna jako
2
v
FTO = —me .

Koeficient v*/R vyjadiuje odstiedivé zrychleni piisobici na hmotny bod
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Pohybovou rovnici hmotného bodu (kde misto drahy x bereme v potaz rychlost v) pak mizeme

zapsat ve tvaru
2

D= _ _
mv = —fmg me.

To je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi. Resime ji integraci se substituci u =

— o/\/gR

Lo 42
fa R’
1 0
_1 =1,
fg1+g—R

1 /R
—= —arctgL:t—i—to,

Vg V9R

v=—\/gRtg (f\/%(t-i-to)).

Integrac¢ni konstantu to mizeme vyjadiit z poc¢étecni podminky v(0) = vo jako

t ——1\/Earct (v())
CTTV e MR\ WeR )

Celkové teseni pro rychlost je pak

v(t) = —JgT%tg (f\/gt — arctg (%)) .

Nyni jiz médme v podstaté vyhrano. Chceme zjistit, kdy bude rychlost v nulova. Staci si uvédo-
mit, ze funkce tangens nabyva hodnoty 0 v bodé 0, coz odpovida situaci, kdy

t=—to = 2,48,
pricemz top jsme vyjadrili jiz diive pri hledani feseni pro rychlost.

Petr Sacher
petr.sacher@fykos.cz
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Uloha FG ... kuleénik

Petr hraje kulecnik. Zbyva mu pouze ¢erné koule, kterd se nacha- I
Do

zi ve vzdalenosti d = 30cm od stfedu jamky o primeéru Dy =
= 11,4cm, do které ji ma trefit, a ve vzdalenosti a = 10cm od d
jednoho z mantinelii. Bila koule je vzddlend ol = 1,0m od ¢erné
koule a je ve vzdalenosti a od stejného mantinelu jako ¢ernd kou-
le. Jaka je mezni kineticka energie, kterou musi Petr predat bilé
kouli tdgem, aby cernd koule spadla do diry? Koule rovnomérné ™
zpomaluji se zpomalenim o = 30 cm-s~2 a Petr ernou kouli mii{ DI
na stred diry. Uvazujte, ze obé koule maji stejnou hmotnost m =
= 160g a primér D = 5,7 cm a Ze jejich srazka je dokonale pruzna. Roztaceni kouli zanedbejte.
VSechny uvedené vzdalenosti jsou méreny od stredi kouli.
Petr chodival s kamarddy na kulecnik.

Koule spadne do jamky pravé tehdy, kdyz se jeji stfed ocitne za okrajem jamky. Protoze koule
navic rovnomérné zpomaluje se zrychlenim «, ziskdvame pro mezni rychlost ¢erné koule pod-
minky
vm —at =0,
1 D
Vmt — —at? :df—o,
2
kde t je Cas, za ktery cerna koule dosdhne okraje jamky. Vyjadrime-li z prvni rovnice cas t,
muzeme z druhé rovnice vyjadrit mezni rychlost v jako

Vm = \/a(2d — Do) = 38cm-s .

Pii srazce preda bila koule cerné kouli rychlost dle zakona zachovani hybnosti. Zde ovSem
uvazujeme pouze tu slozku rychlosti, kterd ma smér primky odpovidajici spojnici stiedia kouli
pri sréazce. V§imnéme si, ze bild koule preda té cerné celou tuto slozku rychlosti, protoze maji
stejnou hmotnost m a Cerna koule je pred srazkou v klidu. To mtzeme zapsat jako

Um = VU COS7,
kde v je rychlost bilé koule pfed srdzkou (popfipadé rychlost ¢erné koule po srdzce) a v dhel
svirany vektorem rychlosti bilé koule a spojnici kouli pfi srdzce. Rozeberme nyni geometrii
tlohy, budeme pii tom vychézet z ndkresu v zadéni. Pro thel € mezi vodorovnym smérem
a spojnici stfedu ¢erné koule se stfedem jamky plat{

a
0=—
cos 7

a
0= = =170,5°.
arceos - ,

Protoze d je nejkratsi vzdalenost mezi ¢ernou kouli a jamkou, chceme ¢ernou kouli vystrelit
pod timto thlem. Tedy chceme, aby bila koule trefila ¢ernou kouli takovym zptusobem, aby thel
mezi spojnici stfedi kouli a vodorovnym smérem pri srazce byl roven 6. Oznac¢ime-li ¢ thel,
pod kterym musime vystrelit bilou kouli, ziskdvdme z geometrie

¢ ~ Dcos?
&Y = " Dsin6’
Dcosf . o
= tg ——— = 1,15 .
A T h g ’
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Pro ~ pak plati
’y:g—@+<p£20,6°.
Nyni ur¢ime, jakd musi byt minimalné velikost po¢ateéni rychlosti vg. Oznac¢ime-li L drahu
bilé koule pred srdzkou, miuzeme spocitat
Dcosf
7 _ Deos

- =95cm.
sin ¢

Pro rychlost vg musi platit
vo— ol =w,

1
vl — EaTZ =L,

kde T je cas, za ktery bild koule urazi vzdalenost L. Vyjadfenim T z prvni rovnice a dosazenim
do druhé rovnice za T a v ziskdvame pro vg

D 2d — Do) . _
vo—\/Zoz ACOSQ-FO[(CZQ O):86cm-s L
sin cos?

Nyni uz jenom dosadime do zndmého vzorce pro kinetickou energii

d— Lo
Ek:lmv?):ma D,COSQ+ ( 2 ) =59mJ.
2 sin cos? ~y

Petr Sacher
petr.sacher@fykos.cz

Uloha FH ... s tuzkou na hrané

Na pravém kraji stolu je umisténa tuzka délky | se zanedbatelnou tloustkou tak, Ze 3/5 jeji
délky lezi na stole a zbyvajici 2/5 visi ve vzduchu. V jaké nejvétsi vzdédlenosti dmax od stolu
muzeme do tuzky zespodu cvrnknout impulsem sily smérujicim nahoru, aby se tuzka ihned
poté celd zvedla ze stolu (a tedy se pouze nepreklapéla pres sviij levy konec)? Vysledek uvedte
Jjako pomér dmax/1. Kuba si hrdl na predndsce s tuzkou.

tuzky m. Poznamenejme, ze abychom impulsem pusobili skute¢né ve vzduchu a nikoli na stole,
musi platit
l
> —.
710
Impuls sily tuzce udéli hybnost p a moment hybnosti L vzhledem k ose otaceni prochézejici
jejim tézistém. Pokud se md tuzka ihned zvednout ze stolu (a nedostane tedy od stolu zddny
dalsi impuls sily), dostdvame z prvni a druhé véty impulsové
Ap=FAt=1 = p=1I,
AL=zFAt=2 = L=Iz.
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Nyni zkoumejme vertikdlni posun levého konce tuzky dyo v prvnim infinitezimalnim okamzi-

I
pomdy L _pdt It

dt m m

_de 1 ,df _120dt 12[zdt
L=Jz =omle = di="Tr =,

pricemz jsme pouzili vztah pro moment setrvacnosti tenké tyce vzhledem k ose prochazejici
jejim tézistém J = (1/12)ml>.
7 geometrie vidime, ze pro vertikalni posun levého konce tuzky dh zpusobeny otocenim
o df plati
2dh Ido  6lxdt

a celkem tak dostiavame

dyo:dy—l—dh:[—dt(l—fi—x).
m l

Tuzka se od stolu odlepi praveé tehdy, kdyz dyo > 0. Dostavame tedy podminku
6x l

1-—— —.
( ] ) >0 <= z< 6

Zadéani se vSak ptalo na maximélni vzdédlenost od kraje stolu

dmax:xmaxf E = 5 .

Dostavame tak vysledek
dmax 1

I 15
Okomentujme jesté fakt, ze na TeSeni tlohy nemd vliv tthové zrychleni. Podminka dyo > 0
znamend v feci derivaci

%0(0) >0, (1)

funkce yo(t) tak mus{ byt rostouci (coz je zfejmé presné to, co pozadujeme). Tihové zrychleni
v8ak bude vzdy umérné ¢lenu o a v podmince ([lf) tak nakonec nebude figurovat (ovlivni tedy
jeji konvexitu/konkdvnost, ale nikoli jeji monotonii).

Jakub Komndrek
jakub.konarek@fykos.cz

Uloha GA ... nezanedbime Saturn

Jaky je pomeér gravitacni sily, kterou na téleso o hmotnosti m = 10,0kg ptisobf Saturn, viici
té, kterou na néj pusobi jeho prstence? Uvazujte, Ze se téleso nachazi presné na ose prstenci
ve vzdalenosti D = 100000km od stredu planety. Déale poklddejte prstence za homogenni

disk s konstantni plosnou hustotou p = 315kg-m~2 o vnitinim poloméru Ry = 67300km
a vnéjsim poloméru R1 = 140000 km se stredem ve stredu Saturnu. Saturn ma hmotnost Mg =
=5,68-10%° kg. Pepa se rozhodl opustit svoji komfortni zénu.
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Nejprve spocteme gravitacéni silu, kterou na téleso pusobi Saturn

Msm
D2

Fs=G

Nyni ur¢ime silu od prstenci. Uvazujme tenkou obru¢ o plose dS = 2nrdr, kterd se nachazi
ve vzdalenosti r od stfedu planety. Tato obru¢ ma vsude stejnou vzdalenost od télesa, proto
se sily pusobici na téleso ve sméru do stfedu planety sectou a sily v roviné kolmé na spojnici
téleso-stied planety se vykrati. Vysledna sila, kterou tato obru¢ pusobi na Saturn, bude

mp2nrdr D
"+ DE 24 D2

kde 72 +D? uréuje kvadrat vzdalenosti prstence od télesa a D/+/r2 + D2 vyjadiuje slozku sily
ve sméru do stfedu planety. Vyslednou silu dostaneme integraci od Ro do R: (integral fesime
substituci t za r? + D?).

dF, =G

1 1
VEE+D2 /Rt D

F, = —2mDprnG

Dosadime do poméru

Ms\/(RZ + D?)(R? + D2
Fs _ sV/(R3 + D?)(Rt + D?) = 1,16 - 10°.

Fo opspn (\/Rf TD - R+ D2)

Sila, kterou na téleso ptisobi Saturn, je vice nez 10%krat vétsi nez sila od prstencit.

Radovan Lev
radovan.lev@fykos.cz

Uloha GB ... elektrostaticka pyramida

Meéjme ctverec o délce strany a = 0,5m. Do jeho vrcholii umistime kladné bodové naboje
o velikosti Q = 15uC. Uvazme ve stredu c¢tverce pevnou osu kolmou na jeho povrch. Kdyz na
osu navlékneme kordlek o hmotnosti m = 80 g nabity kladnym nabojem q = 2,0uC, jaka bude
perioda malych kmitii kordlku? Petr vzpominal na Egypt.

Oznacme si vysku kordlku na ose jako z. Pro tihovou silu samoziejmé plati
Fr=mg.

Elektrostatickou silu muzeme urcit dle zndmého vztahu

1 Qq

E =
4TE<€0 R2 ’

kde €¢ je permitivita vakua a R vzdélenost kordlku od néboje Q). Z geometrie muzeme tuto
vzdélenost vyjadiit pomoci Pythagorovy véty jako

[a2
R= %—l—zg.
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Zde si vS8ak musime uvédomit jeden fakt — z-ové a y-ové slozky sil pusobicich na niboj ¢ od
protilehlych ndboji @ se navzdjem vynuluji (a navic je pohyb kordlku omezen osou na z-ovy
smér). Z toho plyne, ze ndm sta¢i uvazovat z-ovou slozku sily Fg, tedy jeji primét do osy z

_ Qqcos0 1
2neg  a? + 222’

kde 6 je thel mezi osou a spojnici mezi naboji @, g. Pomoci geometrie muzeme vyjadrit

V22

cost) = ——
VaZ + 222’
dostavame tak
e V2Qq z
E,z —

)

2meo (a2 + 222)3/2 .
Protoze mame néaboje ¢tyri, celkovou silu ziskdme jako Ctyfnasobek sily Fg . seCteny s ti-

hovou silou Fr

_ 2v2Qq z

= - (CL2 +222)3/2

Nyni spocitame periodu malych kmiti. Pohybova rovnice pro korélek je

s 2V2Qq z

T€o (a2 + 2z2)3/2

F

—mg.

+mg=20.

Tu pak muzeme upravit, definujeme-li stabilni polohu kordlku F'(zo) = 0 a pfejdeme-li k nové
soufadnici (vychylce) € = z — z9. K urceni zo bychom museli fesit kubickou rovnici, my si proto
vysta¢ime s numerickym dohleddanim jeji hodnoty na kalkulacce, k tomu ale pozdéji. Zavislost
sily F(§) ted mizeme linearizovat diky pfedpokladu £ < zo.

zo+ & N 20 n 13 B 623¢ _
(a2 +2(z0 +€)2)** (a2 +223)"7 (a2 +2:)"  (a® +228)""
_ meomg 422 — a? £ = é—&- 2v2Qq 428 — a®

C2V2Qq¢ (a2 +223)°° mmeo (a2 +223)°%°

Nez abychom tuto diferencidlni rovnici fesili (napiiklad variaci konstant), pomizeme si tim, ze
vime, Ze libovolné rovnice harmonického oscildtoru ma tvar

j+w’y=0,

kde w je dhlova frekvence kmitédni. Tedy v pripadé, Ze je nds faktor pred ¢ kladny (pla-
ti zo > a/2), bude tato frekvence redlnd a muzeme ji spocist jako

" \/QﬂQq 422 — a?

TMEo (a2+223)5/2'

Periodu kmitd pak uréime ze vztahu w = 2n/T

T— V2mdmeo (222 + a2)”/?
Qq 422 —a?
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Na urceni ¢iselné hodnoty vysledku jesté potfebujeme numericky dohledat hodnotu zo. To
miizeme udélat napiiklad iteracni metodou, ktera se pouziva k feseni analyticky nefeSitelnych
rovnic. Spoc¢ivd v tom, ze si z Fesené rovnice vyjadrime hledanou proménnou na jednu stranu.
Na druhé strané rovnice nam pak zustane néjaky vyraz, ktery stdle obsahuje tuto proménnou,
dosadime tam za ni tedy néjaky jeji odhad. Vypoctenim hodnoty vyrazu dostdvame novy, lep-
§f odhad hledané hodnoty, ten mizeme tedy opét dosadit. Takto umime vypocet iterovat na
kalkuladce dokud se vysledek neprestane ménit (posloupnost skonverguje do hledaného fese-
ni). V nasem piipadé mdme 2 moznosti jak hledané zo vyjadfit z rovnice F(zo) = 0, kazda
skonverguje do jiného feSeni.

2\/§Qq 20

TEQ (a2 + 223)3/2

—mg=0=

ream 3/2 .
20 = 2022 (0% 4 223,y 2 000 = 0,033m

=
(Qq 20,n—1

2/3
a? -
20n = ~Toma ) -5 — 20,00 = 1,087m

Jak muzeme vidét, pouze druhé fesen{ splituje podminku zo > a/2, plat{ tedy zo = 1,09 m. To
uz staci jenom dosadit do odvozeného vztahu pro periodu kordlku a dostaneme T' = 1,6s.

Petr Sacher Jakub Kliment
petr.sacher@fykos.cz jakub.kliment@fykos.cz

Uloha GC ... nebeské akvarko

V nebi se nachazi akvarium o vysce h = 0,50 m naplnéné svécenou vodou, jejiz index lomu kles&
linearné s vyskou tak, ze ma u dna hodnotu no = 1,6 a u hladiny n1 = 1,3. Svaty Petr zespodu
do akvdria namiril laserovy paprsek s tihlem dopadu 45°. Urdete horizontélni vzddlenost bodu,
ve kterém paprsek na dné do akvaria vstoupil, od bodu, ve kterém jej na hladiné opustil.
Uvazujte index lomu vzduchu ny, = 1 (presné) a zanedbatelné tenké stény akvdria.
Napovéda:
/\/% = argcoshz, z € (1,00).

Kubu a Petra osvitila stejnd myslenka.
Zavedme soufadny systém s horizontaln{ osou z, vertikdln{ osou y a bodem (0, 0) v misté vstupu
paprsku do akvéria. Necht y(x) znaéi skute¢nou trajektorii paprsku v akvériu. Nez se pustime do
feSeni samotné tulohy, situaci si trochu zjednodusime. Rozdélme pomyslné akvarium na nékolik
ekvidistantnich vrstev, kazdou s konstantnim indexem lomu ny. V jednotlivych vrstvach se pak
bude paprsek §itit po pfimce. Oznacime-li jako «y tihel, jenz k-t takova primka svird se svislici,
Snelliv zédkon tiké, ze veli¢ina ny sin oy, je konstantni pro vsechna k. Je snadné si uvédomit, ze
tuto myslenku muzeme zobecnit pro nekone¢né mnoho vrstev, tedy pro spojitou zménu indexu
lomu. Pro paprsek vstupujici do akvéria ze vzduchu pak v této limité dostavame

n(y) sina(y) = ny, sin45° = L =:ao. (2)

V2
Index lomu n v zavislosti na vysce y vyjadiime jako

n

n(y):no—&—L’L()y:: no + ky .
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Pro thel a z geometrie pravouhlého trojuhelniku a z vlastnosti derivace dostavame

dy V1 —sin? a . 1
—= =cotga= ——— = sina= ——.
dx sin o 1+ (y)?
Rovnice (E) se tak d4 upravit do tvaru
k
Lyz =ag.
1+ (y)

To je obycejna diferencidlni rovnice, kterou algebraickymi upravami mizeme ptevést do sepa-
rovaného tvaru

2
dl:i (nO +2ky) -1,
dz ag
Ay
(no+ky)2 1
(nothy)”

@0

= +dz. (3)

Daéle budeme uvazovat pouze variantu s plusem, k druhému piipadu se vratime pozdéji.
Rovnici (E) nyni{ muzeme zintegrovat. Na jeji levé strané dostavame

/7(1?! —_— / _du @argcoshu
/(no;rkw 1 k) V-1 kK
0
kde u = (no + ky)/ao. Lehce nahlédneme, ze u > 1, a argcosh u je tak skuteéné definovany.
Pravou stranu zintegrujeme trivialné a dostavame

k
a0 argcosh Mot Ry _

k ao T — 67 (4)

kde £ je integracni konstanta. Vyjadrime-li nyni z rovnice (H) soufadnici y, ziskdme

y= l (ao(:oshk(m_g) —no) .
k ao

()

Protoze je kosinus hyperbolicky sudéd funkce, vidime, Ze na znaménku v rovnici (E) nezalezi.
Zbyva stanovit parametr £. Ten vyjddiime jednoduse z rovnice ({) s pouzitim okrajovéme
podminky y(0) =0

&= o argcosh %o
k aop

Vysledna krivka mé tvar retézovky, kterd tvori v tomto pripadé konkavni oblouk. Takovy tvar
maji pravé volné zavésené retézy. Jak moc je toto zjisténi prekvapivé, zde nebudeme hloubéji
rozebirat. Poznamenejme jen, ze obé tlohy lze elegantné zformulovat pomoci variacniho poctu,
ktery nas v obou pripadech vede ke stejné variacni tloze.

Horizontalni vzdéalenost druhého priiseciku zjistime dosazenim y = h do vysledného vzta-
hu (p)). Jak bychom ocekavali, dostdvame dvé FeSeni

no + kh

r=¢&+ % argcosh
k ao

50



Fyziklani 2025 19. roc¢nik 14. Unora 2025

z nichz to vétsi odpovidd pripadu, kdy se paprsek (poté, co se jiz dostal na hladiné z akvaria
a otocil se na vrcholu oblouku) vraci akvariem zpét, a je tedy nefyzikdlni. Snadno nahlédneme,
Ze spravnou volbou je znaménko plus a hledana vzdéalenost je tedy

no + kh ao

Ar=2 argcosh ——— — — argcosh o ,
k; aop k ao

) (argcosh mo_ argcosh @) =0,28m.
k ao ao

Jakub Komndrek
jakub.konarek@fykos.cz

Uloha GD ... zvlastni rovnovaha

Méjme nevodivy vilec s prifezem S = 10cm?®. Z obou stran jej uzavieme kovovymi pisty
tak, Ze mezi nimi zistane uvéznéno néjaké mnozstvi idealniho plynu o teploté T = 300K.
Okoli ma tlak p, = 101kPa a vzdalenost mezi pisty se ustdli na do = 1,0mm. Nasledné
pisty pripojime k baterii, kterd zptsobi, Zze mezi nimi bude napéti U = 250V. O jaké Ad se
pisty priblizi v diusledku pripojeného napéti? Uvedte zaporné znaménko, pokud se pisty vzdali.
Muzete predpoklddat, ze d*> < S, plyn uvnitf vdlce bude mit diky tepelné vyméné s okolim
konstantni teplotu T' a zZe relativni permitivita bude e, = 1.

Lego uz dlouho chtel ddt takovou ulohu, ale byla bolest ji zfunkcénit.

Ked je medzi piestami napétie, znamend to, Ze st na nich opacné ndbojové hustoty a opacné
naboje sa pritahuji. Oproti tomu plyn uzavrety medzi piestami ich bude tlacit od seba, ale
okolitd atmosféra zas k sebe. Piesty sa teda ustdlia v takej vzdialenosti, kedy sa tieto dve sily
vyrovnaju. Podme teda spocitat velkosti tychto sil v zavislosti na vzdialenosti medzi piestami.
Zacneme tlakom. Upravime si stavovi rovnicu p = nRT/V, kde n, R si konstantné, T je
zadané a V' je objem, v ktorom je plyn uzavrety. Nakolko valec ma prierez S, tak pre vzdialenost
piestov d bude platit V = Sd. Cize tlak plynu bude p = nRT/(Sd). Z opacnej strany na piest
tlaci atmosféricky tlak pa., tym padom vysledné sila, ktorou vzduch pésobi na piest, bude
Fy=5ap="00 _p.s,
z ¢oho si mdézeme okrem iného dopoditat, ze n uzavreté medzi piestami je n = paSdo/(RT).
Pre dostatocne malé vzdialenosti sa budu piesty spravat ako kondenzator. Ten bude mat
kapacitu C' = €¢S/d, ¢ize na piestoch bude néboj s velkostou Q = UC = UeoS/d. Tento ndboj
bude pritahovany elektrickou intenzitou od néboja na opaénom pieste. Pre d> < S bude této
intenzita rovnd intenzite od nekoneénej platne nabitej plosnou hustotou ndboja o = Q/S, ¢ize

_o_9Q
_250_2550'

Pozor! Musime brat len intenzitu od druhej platne a nie intenzitu vnitri kondenzatora (t4
je dvojndsobnd), lebo to by platiia posobila ,,sama na seba®. Matematicky ide o to, ze intenzita
je v platni nespojita.

Poésobiaca sila méa potom velkost

Q> U?ed s> _ U?e0S

F :E f— f— o
Q=FEQ= 5 = SdEse, 2d2
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Velkosti tychto dvoch sil musia byt rovné, z ¢oho vieme vyjadrit vzdialenost d, pre ktoru
sa vyrusia

F, =Fq
nRT o _ U’&S
d T e

0=d’paS — dnRT + %U"’aos,

nRT £ /(nRT)? — 252p,UZe

2pa S ’
g PpaSdo £ \/(paSdo)2 — 252p.UZeo
- 2paS ’
J do &+ \/d2 — 2U2%¢q /pa

2 )
kde sme v predposlednom kroku iba dosadili z poc¢iatocnej podmienky pa.Sdo = nRT'.

Teraz sa musime zamysliet, ktory z korenov nas zaujima. Pre nulové U by sme mali do-
stat d = do, ¢o presne dostaneme pre koren s plusom, ¢ize berieme ten. Ak by niekoho zauji-
malo, tak ten druhy koren je nestabilny — sily sa v fiom sice rovnaju, ale staci aby sa d o trocha
zmensilo a zrazu je pritazliva sila silnejSia nez odpudiva a dosky sa priblizia az na nulova vz-
dialenost (¢o je navySe celkom nefyzikdlne), alebo ak sa d trocha zvacsi, tak naopak skondia
v tom spravnom koreni.

Teraz moézeme bud priamociaro dosadit a odcitat od dp, alebo si moézeme vSimnit, ze pla-
ti d2 > 2U2Eo/pa, a spravit Taylorov rozvoj do prvého radu

_ 2U2%¢qg
d:do-i-do,/l pad2 U2,

2 a 2pado

Potom dostavame, Ze sa piesty priblizia o Ad = U?e/(2pado) = 2,71nm, &o je velkost asi par
desiatok atémov.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha GE ... sné&Zitko

Jarda ma ozdobnou polokouli s vano¢nim motivem o poloméru R = 3,3 cm, ktera je celd napl-
néna vodou. V kouli jsou pandcci chystajici se na zamrzlé jezirko, jez je vyznaceno odrazivou
plochou v okoli osy symetrie. Jinde je naopak material na povrchu zakladny snézitka matny.
Ozdoba stoji na stole a Jarda na ni jednoho dne posvitil bodovym zdrojem lezicim na ose
symetrie polokoule ve vysce h = 29 cm nad deskou stolu. V jaké vysce nad nejvyssim bodem
polokoule se paprsky po interakci s predmétem znovu protnou?

Jarda vymyslel propagacni predméty pro Vyfuk.

Jestlize odraziva ¢ast je jen v blizkém okoli osy symetrie snézitka, budeme uvazovat pouze
paprsky jdouci blizko optické osy soustavy, a proto mizeme zustat v aproximaci klasické geo-
metrické optiky, kde se vSechny paprsky protnou v jednom bodé. Dalsim dulezitym krokem je
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uvédomit si, Ze zrcadlo ndm vznikly obraz prevraci kolem roviny symetrie, tedy kolem roviny
podstavy snézitka. Nic nam ale nebrani si situaci po odrazu preklopit za rovinu podstavy a fesit
situaci tam, diky vlastnostem zrcadla nase feseni vyjde stejné. Nyni ovSsem pocitdme vlastné
pruchod paraxidlnich paprski sklenénou kouli, protoze redlnd polokoule snézitka se v Césti
za zrcadlem doplni o druhou polokouli. Problém jsme tedy jednoduchou tvahou prevedli na
trochu jednodussi.

Ani zde ale nedostaneme vysledek zadarmo. Na internetu nebo v néjakych ucebnicich jsou
rovnou uvedené vysledky pro ohniskovou vzdalenost kulové cocky, my je ale potrebujeme odvo-
dit. Problémem je, zZe se nejedena o tenkou ¢ocku, na které jsme mozna z jinych tloh zvykli, ale
vzdéalenost kulovych rozhrani je nezanedbatelnd (rovna pfiblizné 2R), takze ne vSechny zndmé
vztahy zde plati. Existuji postupy, jak vypocitat tlohy s tlustou cockou, a my zvolime ten
neprimocarejsi — vypocitdme drahu paprsku z onoho zdroje v jednotlivych ¢astech a najdeme
bod, ve kterém se opét protne s optickou osou.

Oznaéme a vzdélenost zdroje od stfedu koule, a’ naopak vzdalenost obrazu od st¥edu. Podle
zadéni nakonec dosadime a = h, a naSe odpovéd bude b’ = o’ — R.

Necht ze zdroje vychézi paprsek pod thlem « vici optické ose tak, ze protind rozhrani koule
a vzduchu v bodé A vzdéleném y od optické osy. Pro tento bod plati

y=(a—R)a= Ry,

¢imz jsme definovali tihel ¢, ktery svird spojnice stfedu koule a bodu A s optickou osou. Pri-
pomenme, ze v paraxialni aproximaci pracujeme s malymi thly, takze plati x ~ sinx =~ tgx.

V bodé A se paprsek ldme podle Snellova zdkona. Na vzduchu svird smér paprsku s kol-
mici na povrch koule thel f = a + ¢, uvnitt thel mezi paprskem a spojnici stfedu koule
a bodu A oznacme jako . Pak plati

B =nv,
coz je tvar Snellova zdkona v na$i aproximaci, a za predpokladu, Ze index vzduchu je roven
jedné. Uhel + tedy zévisi pouze na indexu lomu vody n. Sklo udrzujici tvar snézitka je podle
zadani velmi tenké, proto jej muzeme zanedbat.

Paprsek pokracuje objemem koule az na druhou stranu, kde naraz{ na druhé rozhrani. Zde
se znovu zlomi a optickou osu pak protne v jiz definované vzdalenosti a’. Bod druhého zlomu
definujme analogicky k prvnimu jako A’, ktery je ve vzdélenosti 4’ od optické osy, a zavedme
dhly v/, B a o stejné, jako jsme to udélali na druhé strané koule. Zde tedy plati 3" = ny'.

Uloha je nyni definovand, zbyva jen najit vzdalenost a’. Vimnéme si, 7e trojihelnik A, A’
a stied koule S je rovnoramenny trojihelnik s rameny o délce R. Plat{ proto v = v'. Odsud pak
také 8 = /', takze i
YLy Y Y
a—R R o—-R R’

ate=a +¢ =

Poloha a’ by neméla zaviset na y ani y’, méli bychom proto najit jesté jeden vztah, ktery
nam tyto dvé proménné lineadrné svaze. Jesté jsme se nezabyvali tim, jak jsou obé rozhrani od
sebe daleko, popisme to proto vztahem

y—y' =2R (’y' —go’) = 2R’y/ —2R<,0' = ZR'y' —2y/,
y+y =2Ry.
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Ze Snellova zdkona postupné dosazujme za v

P 2R, 2R _ﬁ< y g)
yry =-—f=-—laty)= —rtTR)
- @( 1 +l_i)
Y=V \a—RTR 2R/

Dosazenim do nasi piedchozi rovnice s y a y’ dostdvame

IR S R . T B
a—R R \¢¢—R R/ n \a—R R 2R/’

odkud jiz zbyva pouze vyjadiit a’

n a—R + R 1 1
op _1 1 n P ’
2R _+L_-»~ R dJ-R
n 1 A R
2R \ 1 — nB=R) pn a —R’
2Ra

2a —na+nR
“ _RQa(n—l)—nRJrR7
, a(2—n)+2a(n—1)
a = ,
2a(n—1)—nR
;L nRa B
@ = 2a(n—1)—nR_8’6cm'

Pro spravné zodpovézeni tilohy musime jesté odecist polomér koule

KW=d-R=53cm.

Predmét se zobrazi ve vzdélenosti 5,3 cm nad vrcholem predmétu. Mimochodem, podle Gaus-

sovy zobrazovaci rovnice mizeme vyjadrit ohniskovou vzdalenost koule jako

L,1_1 L, 2R
a o f S 2(n-1)°

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha GF ... povrchova vodivost

Uvazujme nekonec¢né velkou vodivou rovinu. Ke dvéma bodiim, 0
které maji mezi sebou vzdélenost a, pripojime elektrody, mezi

kterymi nechame prochazet proud I. K povrchu pripojime dalsi l

dvé elektrody pro méreni napéti tak, ze s predchozimi dvéma 1

tvori na povrchu ¢tverec. Namérime mezi nimi napéti U. Jaka je
povrchova vodivost roviny? Jarda zjednodusil Karlovu dlohu.

Abychom nasli potencidl mezi rohy, ke kterym jsou pripojené na-
pétové kontakty, spocitame elektrické pole v§ude v roviné. Poten-
cial poté najdeme jako jeho integral mezi témito body. K vypoctu pole E pouzijeme tzv. Ohmiv
zdkon v diferencidlnim tvaru
Jjs = osE,

kde o5 je povrchovéa vodivost a js je povrchova hustota proudu. Ta udéava, jaky naboj protece
kolmo na jednotkovou délku za jednotku ¢asu v daném bodé.

V této tloze je totiz docela pfimocaré, jak najit proudovou povrchovou hustotu. Vyjdeme ze
symetrie celé tlohy, nekonecnosti roviny a principu superpozice. Zavedme 2D souradny systém,
kde je v jeho pocatku pripojen vodic¢, kterym do roviny tece proud I. Proud I se musi izotropné
rozdélit do vSech sméru v roviné, protoze tloha je ihlové symetrickd. Predpoklddejme, Ze rovina
je nékde na konci symetricky valcové uzemnénd, takze proud mé kam odtékat. Jiny kontakt
s vodi¢em zatim neuvazujme. Proud tece do nekonecna, takze jeho proudova plosnad hustota se
musi se vzdalenosti od stiedu snizovat. Zaroven se tento proud nesmi nikde ztracet, takze kdyz
vezmeme, kolik proudu protece pres myslenou kruznici o poloméru r se sttedem v pocatku, tak
musi platit

2nrjs(r) =1.

My ale musime pracovat s vektory. V predchoz{ rovnici js(r) je velikost povrchové proudové
hustoty ve vzdélenosti r od stfedu, a tento vztah plati pouze diky tomu, Ze vektor proudové
hustoty je kolmy k hranicim myslené kruznice. Kdyz zname velikost a smér tohoto vektoru,
miuizeme napsat jeho slozky

1 T I Y

Jsiz = ﬂm7 Jsy = ﬂm

Takto vypada proudovéa hustota, kterou vytvari proud I, jenz tece do plochy v pocatku sou-
fadnic. Nyni vyuzijme principu superpozice a pri¢téme proud, ktery odtékd v bodé [a,0]. Bude
mit stejné vyjadreni, jen s opaénym znaménkem (protoze odtéka), a zaménime z na x — a. Jeho
slozky jsou

I r—a . I Y
o7 2, o JswT o5 o

25 (x —a)” +y? 2m (z —a)” +y?

Daéle znacme slozky pritékajictho proudu hornim indexem in a odtékajictho indexem out.
Povrchova proudova hustota v zavislosti na souradnici na roviné pak je

j _jin_’_jout_i T _ r—a Y _ Yy
s s s 27[ $2+y2 (xia)2+y27x2+y2 (l'*a)2+y2 .

Js,x =
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Nasli jsme proudovou hustotu vSude v roviné. Nyni pomoci prvni rovnice mizeme vyjadrit
i intenzitu elektrického pole. Napéti mezi napétovymi vodici je pak déno jako

[a,a]
/ E.dl,
[0,a]

kde dl je te¢ny vektor ke krivce spojujici tyto dva body. Jako kfivku spojujici tyto dva body
zvolime tsecku. Kvili skaldrnimu soucinu v integralu uz se nebudeme muset zabyvat y-ovou
slozkou elektrikého pole, protoze ta je kolmé na smér této primky. Za y do integralu budeme
moct dosadit y = a, protoze to je y-ova soutadnice vSsech bodl na uvazované tisecce. Integrujeme
jen pres z-ovou soufadnici, a to od 0 do a. Dostavame

r [ -
vt [t =
2nos J, \2?2+a (x —a)” + a?

Pomoci substituce v = 22 + a2, du = 2z dz spoéitejme prvni élen v integralu

“ g 207 1. (2a22\ 1
_ L qu=tm(2) 2 L.
/0 m2+a2dx /a2 2udu 2n(a2> o

Druhy clen v integralu ani nemusime pocitat, ze symetrie tlohy vime, ze musi vyjit stejné, jen
s opacnym znaménkem. Dostavame tedy zavislost napéti na proudu [ jako

I 1 1 In2 I
U= o (§1n2— (—§1n2>) = o

odkud jiz jednoduchou tpravou vyjadrime hledanou povrchovou vodivost

m27 . I
= ——— =0,1103=.
0= o = 011035

Pri feseni jsme zavedli znaménkovou konvenci tak, Ze proud i napéti povazujeme za kladné.
V zadani toto neni uvedené, takze idedlni by bylo uvést I a U v absolutni hodnoté, abychom méli
jistotu, ze vodivost bude kladné ¢islo. Pro spravnou odpovéd toto ale nepovazujeme za nutné.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha GG ... valec a la raketa

Meéjme duty védlec o poloméru podstavy r = 3,00cm a vysce H = 30,0 cm, ktery je do poloviny
naplnén vodou. Vilec bez vody véazi M = 200 g a stoji na podlozce (jeho podstava je vodorovné),
po které se miize pohybovat bez treni. Tésné nad podstavou valce je maly otvor o priméru ro =
= 0,500 mm, ze kterého vytéka voda kolmo na sténu valce. Jakou rychlost bude mit vilec poté,
co vytece vsechna voda? Predpokladejte, ze zrychleni valce je dostatecné malé, takze vytokova
rychlost bude dana Torricelliho vztahem. Radovi utekla ranni kdva.

Vzhledem k tomu, Ze je otvor ve sténé nddoby maly v porovnéni s povrchem hladiny a Ze muzeme
zanedbat setrvacnou silu plisobici na vodu, je vytokova rychlost u popsdna Torricelliho vztahem

u = +/2gh,
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kde h znadi vysku hladiny kapaliny v nddobé. Nyni ozna¢me hmotnost valce M a m hmotnost
vody, kterda zbyva v daném okamziku ve valci. Déle uvazujme, zZe se vilec v tento moment
pohybuje rychlosti v, potom ze zdkona zachovani hybnosti mame

(M +m)0=(M+m—Am)(¥+ d?) + Am(d + 7).
Zkréacenim a zanedbdnim ¢lenu dm dv dostaneme
0=(M+m)dv+ Ama.
Protoze @ a d¥ maji opa¢ny smér, muzeme rovnici prepsat do tvaru
(M +m)dv=Amu.

Nyni si jesté uvédomime, ze Am zna¢i hmotnost vyteklé vody, budeme tedy uvazovat zadporné

znaménko pfi pri¢itani ke hmotnosti vody v nddobé m. Bude proto platit Am = —dm.
dm
dv = — U
M+m

Déle si jesté musime vyjadrit v v zavislosti na m. Vyjadrime si tedy h jako funkci m a dosadime
do Torricelliho vztahu

7;79’

kde S je povrch hladiny a p je hustota vody. Dosazenim dostavame

1/2gpS

do— . |29 _Vm
pS M+m

v = — Q—g ’ v d
max — pS m0M+m

Integral na pravé strané resime substituci za \/m

/M\/fmdm:Z/ dt_z/dtn/ dt_thfarctg(\/IMt>

Za t dosadime /m a dostavame feSeni

vmax=f2’/j—g \/rnf\/Marctg(,/%) ,
vmax:21/%<\/m —\/Marctg( n]\?
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kde myg je puvodni hmotnost vody ve vélci. Vyjaddienim S a mo pomoci zadanych veli¢in dosta-

neme
2
S =nr’,

2
mo = ?T[T P,

2 |H L prr?
Umax = 2 pmg"z Eprm"2 — VM arctg 2 ﬁ/[ ,

Umax = 1,15 m-s T,

Maximélni rychlost, které valec dosdhne, je tedy 1,15 m-s?.

Radovan Lev
radovan.lev@fykos.cz

Uloha GH ... neposedny dipélek

Magneticky dipélek o magnetickém momentu m = 1,0 - 10> A-m?® harmonicky kmitd na ose
vodivé kruhové smycky o poloméru R = 1,0m s frekvenci f = 1,0 MHz a amplitudou vychyl-
ky ho = 1,0mm. Smeér magnetického momentu je rovnobézny s osou smycky a stredni poloha
dipélku se nachdzi v jejim geometrickém stiedu (tedy dipdlek vykmitne vzdy do maximdl-
ni vzdélenosti ho pod a ho nad smycku). Urdete amplitudu indukovaného napéti ve smycce,
Jjestlize je dipélek dostatecné maly, a tedy jim vytvareny vektorovy potencial Ize vyjadrit jako

fom X T
A(r)="—
(r) 4n 3 7
kde r je vektor smérujici z dipélku do libovolného bodu prostoru, r = |r| a po je permeabilita
vakua. Pripomenme, ze pro magnetickou indukci plati B =V x A. Kuba md rad dipdlky.

Spoctéme magneticky indukéni tok & generovany dipélkem uvnitt smycky. Ze vztahu pro mag-
netickou indukci v zadani a ze Stokesovy integralni véty dostavame

@:/B-dS:/(VxA)-dS:f A-dl.
S S oS

Necht se stfedni poloha dip6lku nachazi v pocatku kartézské soustavy soutradnic a magne-
ticky moment sméfuje v kladném sméru osy z. Potom

r=R+h,

kde R je vektor sméfujici od stiedu smycky do bodu na smycce a h je vektor sméfujici od
dipélku ke stfedu smycky. Pocitejme

m
@:j{ A-dl= %mx(R+h)~dl.
as Anrd Jos

Celkovou vzdalenost r dipélku od bodu na smycce jsme vytkli pred integrdl, nebot je pro
vSechny body smycky stejnd. Déle, jelikoz m L R a m || h, dostdvdme

|20) Ho
b= Rdl = 2nRmMmR =
4qr3 ésm 4qr3 rm

pomR®  pomR®
27.3 - 2(R2 +h2)3/2 .
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Nyni uvazme ¢asovou zavislost
h = hg cos(wt) .

Pro indukované napéti U tak dostdavame

__de
dt”’
_ _Mm;ﬂ#% [RQ +h2} —3/2 7
_ 3MOZ"LR2 [R2 +h2]75/2 Zh%,
= 7M [RQ + h2 cos® (wt)] o hiw cos wt sin wt . (6)

Nyni vyuZijeme vztahu

2 .2 2
cos(2z) = cos”z —sin“z =2cos"z — 1,

sin(2z) = 2sinz cosz

a rovnici (B) prepiSeme do tvaru

U= hg wsin(2wt) . (7

_3,uomR2 R4 hi(% n hi cos(2wt) o
4 2 2

Ze zadan{ je patrné, ze ho < R. Rozvinime tedy vysledek do Taylorova rozvoje pro e = ho/R

U= sin(2wt),

SpomwR?h3 | o h3  hd cos(2wt) w5/
- R” + > + — 5

iR 3 sin(2wt) ,

3pomwe? 51+ cos(2wt) o INBE
= — 1— = 3 2
iR [ 3 3 e+ O(e") | sin(2wt)

_ _3uomw62 [1 4 1+ COS(Zwt):l oo

2
_ _3“04%“5 sin(2wt) + O(c") .

Jelikoz ho je o tfi fady mensi nez R, dodatecné cleny nebudou mit na TfeSeni uvedené

(v souladu se zaddnim) s pfesnosti na dvé platné &islice vliv.
Pro amplitudu napéti Uy tak miuzeme psat

N 3pomwh _ 3juomfhg = 59mV

Uo 4AR3 2R3

Jakub Komndrek
jakub.konarek@fykos.cz
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FYKOS
UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2
18000 Praha 8
www: https://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

Kl /FYKOS (0O) @fykosak

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
propagace a medialni komunikace MFF UK a podporovian Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematikt a fyziki. Realizace projektu byla
podpofena Ministerstvem skolstvi, mlddeze a télovychovy.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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