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Uloha M.1 ... ko&arek 5 bodii

Détsky kocarek vazi M = T7,0kg a ma ctyri kola s polomérem R = 10cm, na kterych je
hmotnost rovnomérné rozlozena. Kolikrat vétsi silou musi maminka tlacit kocarek s ditétem
o hmotnosti m; = 7,0kg v porovnani s pripadem, kdy je v ném dité o hmotnosti ma = 3,5kg?
Hlavnim zdrojem odporovych sil jsou mista dotyku kol se zemi. Danka uvazuje o materstvi.

Hlavnim zdrojem odporovych sil jsou mista dotyku kol se zemi, takze dominantni odporovou
silou je tfeni. Valivé tieni je ddno vztahem

Ft:.fFH7

kde f je koeficient tfenim a Fy, je normalova sila, kterou je kolo pritlacované k zemi, tedy v nasem
piipadé F, = Fy = (M + ma2) g. To, ze se tihova sila rozloz na vSechny étyfi kola, nemé na
velikost treci sily vliv. Pro podil sil mame

Fiq _ng+m1 _M+m1

}

Fio  fgM+ms M+mo

=1,33.

Vv

Maminka tedy musi pri tlaceni tézstho ditéte vyvinout 1,33 krat vétsi silu.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha M.2 ... kladky na vagénu 5 bodu

Meéjme vagon ve tvaru kvadru, ktery se pohybuje se zrychlenim a.
Na ném je polozeny kvadr s hmotnosti mi1 = 15kg, ktery je lanem
pres kladku spojeny s kvadrem o hmotnosti me = 10kg, ktery
visi pred predni sténou vagénu. Jaké ma byt zrychleni a, aby tyto a
dva kvadriky nezrychlovaly vzhledem k vagénu, pokud se vSechno
pohybuje bez treni? Lego md rdd kladky.

Aby visiaci kvader nezrychloval vzhladom na vagén, musi byt zvisla zlozka vyslednej sily nulova.
Vodorovna zlozka zodpovedajica zrychlovaniu sistavy je kompenzovana normélovou silou od
prednej steny. Gravita¢na sila, ktord nan pdsobi je jednoducho F» = mag. Jeding sila, ktora ju
moze vykompenzovat je sila od lana. Tato sila teda musi tahat kvider nahor s velkostou T' = F5.
Rovnakou silou potom tahd aj druhy kvider, ten zase smerom dopredu, pricom v jeho
pripade je to jedind sila, ktord nan posobi vo vodorovnom smere. Na to, aby tento kvader
nezrychloval vzhladom na vagdén, musi byt vysledna sila, ktora nan pdsobi prave taka, aby
zrychloval so zrychlenim a dopredu a jej velkost teda musi byt F} = mja. Gravitacna sila sa
vyrusi s norméalovou od strechy a zostane iba sila, ktorou ho tahd lano, ¢ize Fi = T. Dame to
vSetko dokopy a dostaneme pozadované zrychlenie vagoéna
a= @g =6,5ms 2.
mi1

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

LObvykle sa vyjadfuje jako podil ramena valivého odporu a poloméru kola, ukazuje se viak, Ze tento vztah
Uplné neplati.
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Uloha M.3 ... neposedna pracka 5 bodu

V pracce se nachdazi buben s pradlem, jehoZ osa je vodorovna se zemi. Mokré pradlo aproxi-

otaceni. Buben vykona 421 otacek za minutu. Jakou minimalni hmotnost musi pracka mit, aby
neposkakovala? Uvazujte, Ze pracka se mize pohybovat jen ve svislém sméru.
Jardu rusila pracka pri vymgyslend dloh.

Préadlo je na kruhové draze udrzovano dostredivou silou, kterd ma velikost

»

mu
Fy= = mw?r = 4n’mf3r,
kde frekvenci vyjadiime jako f = 42(1) ‘s)t = 7,02 Hz. Tato dostfediva sila (ve vztazné soustavé se

zemi) je souctem ostatnich sil, tedy sily tihové a sily, kterou piisobi pracka na buben. Posledni
jmenovanou silu vektorové vyjadiime jako F = Fq — F,. Ze zdkona akce a reakce vyplyva, ze
stejné sila pusobi na pracku. Jeji smér se méni, nékdy pracku pritlacuje k zemi, jindy nadzve-
déva. Pravé ve chvili, kdy je pradlo v bubnu nad osou otaceni, sméruje reakce dostiedivé sily
nahoru. Aby se pracka odlepila od zemé, musi byt tato reakce vétsi nez tiha pracky, odkud
dostdvdme minimélni hmotnost pracky jako

2 r2
M_m(“;r—1> = 30,5kg.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha M.4 ... negativni mésic 5 bodu

Pro ticely této tilohy miizeme Zemi aproximovat dokonalou koulf s hustotou pz = 5,52 g-cm ™2,

Pro Mésic plati to samé, jeho hustota je vsak pm = 3,34 g-cm™2. Jakou objemovou nabojovou
hustotu bychom museli vytvorit v obou télesech, aby jejich celkova silova interakce byla nulova?
Obé télesa jsou nabita rovnomeérné a nabojova hustota je v nich stejna.

Jdchym sel v noci po ulici.

Pro splnéni podminky ze zadani se musi velikost pritazlivé gravitacni sily rovnat velikosti od-
pudivé elektrostatické sily. Oznacime-li vzdédlenost stfedu téles r, mame

Gmzmm 1 qzqu
r2 4dmeg 12

Hmotnost 1ze spocitat jako soucin hustoty a objemu, neboli m = pV. Pokud ndbojovou hustotu
oznac¢ime pn, bude pro ndboj platit podobny vztah ¢ = pn V. Dosazenim do predchozi rovnice
dostavame po vykraceni vzdalenosti

1 . _ -
GpzVapuVie = —puVapaVar - = po = V/AneoGpzpm = 3,70 - 107 C-m™>.
0

Jdachym Bartik
tuaki@fykos.cz
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Uloha M.5 ... odpoéinek na nadrazi 5 bodu

Miso sedi v draznim domecku a vyhlizi sviij oblibeny vilak. Protoze oknem vidi jen ¢ast koleji,
chtél by zjistit, kolik ma casu, nez mu vlak zmizi ze zorného pole. Zméril si, ze okno je siroké ¢ =
=1,5m a je vzdédlené p = 10m od koleji. Zidle, na které sedi, stoji presné pred stfedem okna
a je od néj | = 2,0m daleko. Miso déle vi, ze viak je dlouhy d = 100m a jeho brzdna draha
bude s = 150 m. Kolik casu tedy md na prohlédnuti vlaku (tj. od chvile, kdy se lokomotiva
v okné objevi, do okamziku, kdy konec vlaku zmizi z vyhledu), pokud vlak zacne rovnomérné
zpomalovat z rychlosti v = 20m-s~' presné v okamziku, kdy ho Miso spatii? Sitku vlaku
zanedbejte. Verca jela na expedici.

Zacneme tim, ze ur¢ime zrychleni vlaku a, se kterym bude zpomalovat. Znadme brzdnou drahu
vlaku s a jeho pocatecni rychlost v, takze zrychleni uréime ze vztaht pro rovnomérné zpomaleny
pohyb jako ) ,
1 o v v
s:iat :% = azz.
Nyni spocitame, jakou drdhu vlak urazi béhem toho, kdy si ho MiSo muze prohlizet. K tomu
potfebujeme znéat délku tseku koleji, které jsou vidét oknem; oznacme si ji tieba b. Trojuhelnik
tvoreny Misovou zidli a bo¢nimi stranami okna je podobny trojihelniku tvorenému Misovou
zidli a nejvzdalenéjsimi body koleji, které jsou z okna vidét. Bude tedy platit

c l P
o b=(1+2)c.
b ivp (*z)c

Vzdalenost, kterou vlak urazi béhem MiSova pozorovani, bude soucet vzdalenosti b a délky
vlaku d. Protoze uz zname zrychleni vlaku i vzdélenost, kterou mé urazit, muzeme spocitat
hledany cas fesenim kvadratické rovnice jako

b—i—d:vt—lat2 = t:§ 1+ 1—((1—|—B)c—|—d)1
2 v l s

Po dosazeni ¢&iselnych hodnot dostaneme dva vysledky t; = 22,8s a to = 7,16s. Cas, ktery
hledame, je t2, zatimco cas t; vyjadruje dobu, po jaké by se vlak dostal do stejného mista,
pokud by se po zabrzdéni opét rozjel se zrychlenim —a.

Veronika Hendrychovd
vercah@fykos.cz
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Uloha M.6 ... jak je dileZité miti spolujezdce 5 bodu

Na silnici se ¢elné srazila dvé auta stejné znacky, stejného modelu, obé jedouci rychlosti 90 km-h™*.
Obe auta bez posadky vazi stejne, 1200kg. V jednom auté cestoval pouze ridi¢ vazici 80 kg, ve
druhém auté cestovalo vice lidi dohromady vazicich 200kg. Udinky srézky byly zmirnény de-
formaci celého motorového prostoru, srazka trvala dobu 80,0 ms. Spocitejte primérné zrychleni
pusobici na posadku leh¢iho auta v nasobcich tihového zrychleni. Jindra jel s Danem v aute.

Ve vztazné soustavé spojené se zemskym povrchem se obé auta pohybuji rychlosti v = 90 km-h~*,

(tézistovd soustava). Zrychleni se neméni prechodem mezi inercidlnimi soustavami. Oznaé-
me my = 1280kg hmotnost auta s jednim fidicem a ms = 1400kg hmotnost auta s vice
lidmi. V tézistové soustavé se prvni auto pohybuje rychlosti

2m2
v =U0v———mm
mi + maz
a druhé auto se pohybuje rychlosti
2m1
Vg = v—————.
mi + ma

Po srazce jsou obé auta v klidu, nepohybuji se. Srdzka trvala dobu ¢ = 80,0 ms, takze pramérné
zrychleni pusobici na posadku leh¢iho auta spocitame jako

V1 v 2me
ag=—=—-——:
t t my + meo

Ciselné vychdzi a1 = 326m-s~2 = 33,3G (C je jednotka pouzivani v letectvi, jde o nésob-
ky tithového zrychlen{). Pro zajimavost, pomér zrychlen{ tézstho a lehéiho auta je a1/a2 =
= mg/m1 = 1709.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha M.7 ... fotbalisticky problém 5 bodit

Jarda se koukal na fotbalovou Ligu mistri a uvazoval nad tim, jak musi byt prihravky fot-
balistii presné. Predstavme si, Ze hra¢ s balonem prihrava spoluhraci, ktery bézi smérem od
né&j rychlosti u = 7,0m-s~ ' a v dobé piihravky stoji na ofsajdové hrané vzdalené L = 20m od
prihrdvajiciho. Ten se rozhodl balon kopnout pod tithlem o = 30° od zemé& smérem k rozbéhnu-
tému spoluhraci. Jakou rychlosti musi balon kopnout, aby spadl bézicimu hraci do béhu presné
k nohdm? Jarda se misto predndsek koukd na fotbal.

Aby fotbalista dostal mi¢ presné k nohdm, musi byt v okamziku, kdy se balon dotkne zemé,
na misté jeho dopadu. Oznac¢me t ¢as, ktery balon stravi ve vzduchu. Svisld poc¢atecéni rychlost
je vy = vo sin a, kde vo je pocatecni rychlost balonu. Balon prestane stoupat, kdyz svisla rychlost

klesne na nulu, to se stane za c¢as t; = %y. Stejnou dobu balon bude padat, takze ve vzduchu

2vy

stravi celkovou dobu t = P Za tento cCas uleti vodorovnym smérem drahu

2vp sin « vo? sin 2«
T = Uzt = vp COS = .
g g
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V této vzdélenosti od prihravajiciho musi byt v dobé dopadu mic¢e druhy hrac¢. Ten tak za
Cas t musel ubéhnout vzdalenost s = ut = x — L. Z této a predchozi rovnice dostavame po
dosazeni za t kvadratickou rovnici pro poc¢atecni rychlost

vg sin 20 — 2uwg sina — Lg = 0.

Resenim je

usin o + v/u? sin? a + Lgsin 2« _
vo = v : g = 19,6ms",
sin 2«

kde jsme vybrali kladny kofen, zdporny neméd fyzikalni smysl.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha M.8 ... zed 5 bodt

Meéjme ctyri stejné homogenni kvadry s rozmeéry a X b x b, kde a = 29,7 cm
a b = 21,0cm, které usporadame jako na obrazku. Jaka je maximalni délka
mezery mezi prostrednimi dvéma cihlami?

Jachym chtél postavit zed formdtu Aj.

Pokud by cihla méla spadnout, otocila by se kolem bodu na konci spodni
cihly. Ten ndm déli délku cihly na dvé ¢asti 1 + x2 = a, jak je naznaceno
na obréazku.

T2

Z

Podminkou stability je, ze celkovy moment sil pisobicich na cihlu vzhledem k tomuto bodu
je nulovy. M&-li leva ¢ast hmotnost

1
my = —m,
a

moment bude z1m1g/2.
Na druhou ¢ast cihly pusobi jak obdobny moment zemog/2, tak moment od horni cihly.
Jeji hmotnost se rovnomérné rozlozi na prostiedni dvé cihly, takze sila bude mg/2. Pisobisté
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je v pravém hornim rohu cihly (sta¢i si predstavit, ze se cihla oto¢{ o velmi maly thel), coz
znamend kolmou vzdélenost 2 a vysledny moment xomg/2. Musi platit rovnost momenti

rimig _ Tra2mag + Ta2mg
2 2 2

2 2
] =23 +axs.

Dosadime 1 = a — 2 a dostavame

To = —a.

Maximalni délka mezery bude

m:a72x2:%ai9,9cm.

Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha M.9 ... kladky na naklonéném hranolu 5 bodu

Meéjme hranol s podstavou pravouihlého trojihlenika a na dvou 0
jeho kolmych sténdch kvadriky o hmotnostechmi = 15kg ameo = /\
= 10kg spojené lanem pres kladku. Jaky tihel musi svirat sténa, @
na které lezi kvadrik s hmotnosti m1, oproti vodorovnému sméru,
aby byly kvadriky v klidu, jestlize neuvazujeme treni?

A kromé kladek md Lego rdd tulohy, které jsou si podobné.

Na oba kvadriky posobia 3 sily:

e gravitacnd smerom dole s velkostou m;g,

e normalovd od steny kvadra — t4 zabezpecuje, aby sa kvadrik ,neprepadol, ¢ize zrusi
zlozku gravitacnej sily, ktora je kolma na stenu kviddra a necha len ti rovnobeznu so
stenou,

o tahova od lana, ktora ich taha smerom hore, rovnobezne so stenou.

Ak teda chceme, aby boli kvadriky v pokoji, tak ich lano musi fahat silou, ktorad je rovna
velkosti zlozky gravitacnej sily rovnobeznej so stenou. Zaroven ma zrejme rovnakt velkost pre
oba kvddriky (inak by vysledna sila pdsobiaca na lano bola nenulova, to by zrychlovalo, a teda
by zrychlovali aj kvadriky). Takze dostdvame, ze zlozky gravitacnej sily rovnobezné so stenou
musia byt pre oba kvadriky rovnako velké. Symbolicky

Fii1=Fp,
migsing = mggsin(g — go) = M2g Ccos g,
mo . 1)
=arctg — =34".
p = arctg o

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha M.10 ... A 5 bodi

Pismeno A se sklada ze dvou tuhych tyci dlouhych 41, které jsou nahore spojeny kloubem a déle
Jjsou v polovindch svych délek spojeny provazem o délce . Jestlize tyc¢e maji polomér r = /64
a jsou vyrobené z kovu o hustoté p = 6 850kg-m 3, jaké nejvyssi pismeno A dokéZeme postavit?
Lano ma stejny polomér jako tyce, ale je vyrobené z materialu o zanedbatelné hustoté, ktery
vydrzi napéti v tahu az do vyse o = 4,50 MPa. Treni neuvazujte.

Jachym chtél mit pront dlohu, alespori podle abecedy.

Délka tyce je 41, takze jeji hmotnost bude
m = 4drpr?l.
Na provazu bude napéti o, jeho vysledkem bude sila
F, = o,

Na kazdou z ty¢i bude pusobit reakéni sila podlozky, jejiz velikost bude rovna velikosti tihové

jeji hodnotu nemusime pocitat.

Z

Aby byla soustava v rovnovize, musi byt celkovy moment sil pusobicich na tyce nulovy.
Vztahujeme-li momenty k bodu, kde se obé tyce spojuji, bude rameno tlakové sily podlozky I,
rameno napétové sily bude h/2 a rameno tihové sily bude 1/2. Zde h oznacuje vysku pismena,

pro kterou plati
h=/(4l)* —12 = V151.

Z podminky nulového momentu dostavame

Oleg—%Fg— gFm
0= drpr?l®g _ V15nrilo
2 2 ’
| V150
dpg
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Vsimnéme si, Zze ¢im vétsi bude napéti, tim vétsi bude [ a zifejmé i h. Pro vypocet maximéalni
vysky pismene dosadime nejvyssi povolené napéti, ¢imz nam vyjde

150

h=+v15l=— =251m.
dpg
Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz
Uloha M.11 ... padajici mince 5 bodu

Nechme stejné mince o poloméru r = 1cm klouzat po naklonéné roviné se sklonem o = 45°
a délkou | = 50cm, ktera je ukoncend podlozkou o délce d = 65cm. Kolik minimalné minci
Jjsme takto museli pustit (véetné prvni), aby prvni mince spadla pres hranu podlozky? Uvazujte
dokonale pruzné srazky a konstantni koeficient smykového treni f = 0,5 mezi mincemi a povr-
chem. Kiko to umi s penézi.

Pri $mykani mince po naklonenej rovine pésobi na mincu v rovnobeznom smere s podlozkou
sila s velkostou
F =mgsina — fmgcosa.

Vysledné zrychlenie posobiace na mincu bude podla druhého Newtonovho zédkona rovné
a1 = (sina— fcosa)g.

Ide o rovnomerne zrychleny pohyb a teda vysledné rychlost po skiznuti z naklonenej roviny

bude
v =1/2a1l.

Potom nasleduje rovhomerne spomaleny pohyb sposobeny trenim. Vysledné spomalenie bude

as = fg.
Stred prvej mince teda dojde do vzdialenosti

’U2 ai —1 .
——:—l:(f sina—cosa)l:35,4cm.
2&2 az

Kvoli rovnakej hmotnosti vSetkych minci a pruznym zriazkam sa prichddzajica minca po néraze
zastavi a odovzda celd svoju hybnost minci pred fiou (podobne ako v pripade Newtonovho
kyvadla). Vo finéle sa teda prvd minca po kazdom ndraze posunie préve o velkost jej priemeru.
Toto by sa dalo spocitat, ale vo vysledku ide o to, ze sa akoby pri kazdej zrazke idiica minca
zrazu teleportovala o svoj priemer dopredu, pricom pri tomto ,,teleportovani“ nestrica energiu
trenim. No a tym, ze trenim sa vo vysledku musi vzdy stratit rovnaké mnozstvo energie a po
kazdom pustenf je tu o mincu viac (o jeden priemer, kde sa nebude viac stracat energia), minca
vzdy dojde o tento priemer dalej.

Timto zpusobem se vytvori vzor, kde se budou pravidelné stfidat mince s prazdnymi misty
o stejné velikosti. Uloha by se znacné zkomplikovala, pokud by se mince zacaly hromadit v mis-
té, kde naklonénd rovina prechazi v podlozku. To se ale nastésti nestane, protoze vzor bude
vzdy symetricky vzhledem k bodu, ve kterém se puvodné zastavil stfed prvni mince, a tento
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bod je dostatecné daleko za stredem podlozky.

Aby minca prepadla, musi sa jej stred dostat za okraj, takze celkovy pocet minci n, ktoré
sme museli do obehu pustit, aby prva vypadla cez hranu podlozky, ddva podmienka

2n—Dr4+z>d.
Co po vyjadreni n déva
d—
2r
Po vy¢isleni predchddzajicej nerovnice dojdeme k minimélnej hodnote minci n = 16.

n > x—l—l,

Kristidn Salata
kristian.salata@fykos.cz

Uloha M.12 ... skéakajici mince 5 bodu

Kiko polozil na otvor vychlazené lahve s iced tea o teploté 5 °C tenkou minci s hmotnosti m =
= 4g. Mince pak po chvilce zacala poskakovat. Spocitejte, kolikrat mince poskocila, jestlize
pokojova teplota vzduchu byla 25 °C a polomér mince byl r = 0,5 cm. Kiko se nudil u piva.

Po vytiahnuti flase z chladnic¢ky sa vzduch vo flasi zac¢ne zohrievat, ¢im sa zacne rozpinat.
K poskoceniu mince dojde vtedy, ked tlak vo flasi stiipne natolko, ze presiahne gravitacnu silu
pdsobiacu na mincu. Vtedy minca mierne poskoci a tlak sa vyrovna. Pri kazdom z procesov
dochadza k izochorickému rozpinaniu plynu, teda plati

by _ P2

T Ty
Po poskoceni mince sa vnatorny tlak vyrovnda s vonkajsim a pociatoény tlak kazdého procesu
tak bude p1 = pa. Rozdiel tlakov potrebny na poskocenie je
m
Ap=ps—pa=—2.
r

Teplota vo flasi pri prvom skoku bude teda

T m, T m
Tz—p21—<g+pa>l—( Qg +1)T1.
P1 r Da 2P,

Pri n-tom skoku by teplota vo flagi musela byt

Tn_( n;g +1> T17
r2pa

t4 vS8ak mdze dosiahnut maximélnu hodnotu 25 °C, preto pocet skokov dostdvame z podmienky

T, < 25°C.

Maximalnu hodnotu skokov n mézeme dopocitat zlogaritmovanim rovnice pre premennta 7', ale-
bo postupnym pocitanim. Netreba samozrejme zabudnut previest teplotu na kelviny. Vysledna
hodnota vychiadza n = 14.
Kristidn Salata
kristian.salata@fykos.cz

10
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Uloha M.13 ... lezeme 5 bodu

Horolezec s hmotnosti m = 75kg a vyskou d = 180 cm leze po svislé sténé
nahoru. V jistém okamziku stoji tak, Ze jeho télo svira se sténou stejny tihel,
Jjako svira se sténou i lano, na které je privazan celotélovym postrojem ve
vzdalenosti %d od svych bot dotykajicich se stény. V téhle chvili je treci sila
mezi botami horolezce a sténou rovna mezni statické smykové treci sile. Jak
velkou silou je napinano lano? Koeficient statického smykového treni mezi
sténou a botami je f = 0,40. Uvazujte, ze tihova sila piisobi na horolezce

v jeho tézisti v poloviné vysky téla. Danka premyslela nad lezenim. N

Oznaéme « thel zminény v zadéni, k = 3/4 a F silu, kterou na horolezce ptisobi lano. Déle na
néj pusobi normalova sila od stény Fy, tfeci sila Fi a tihova sila Fy. Vodorovné slozky téchto
sil musi byt v rovnovéaze, takze plati

F,— Fsina=0.
Stejné tak musi byt nulovy soucet svislych slozek
Fi+ Fcosa—Fy;=0.

Z podminky nulového celkového momentu sil, ktery vztahneme k bodu, ve kterém se horolezec
dotyké lana, vyplyva

1
Fikdsino — Fukdcosa — Fy (k: — 5) dsina=0.

Poslednimi dvéma vztahy je velikost tfeci a tihové sily
Ft = fFD )
Fy=mg.

Méme pét rovnic pro pét nezndmych (Etyfi sily a jeden thel). Prvnim krokem k jejich feSeni
je dosazeni za treci silu. Déle si z prvnich dvou rovnic vyjadiime hledané napéti lana

Fo _Fy—fF
_— o = — .
sin o cos o & Fy— fF,

n

Tim jsme se zbavili F' a ziskali jsme tangens thlu «. Ten si mizeme snadno vyjadrit i z rovnice
momentu sil, odkud dostaneme

2Fnk

O S F, 2k — 1)

Déame-li oba vyrazy pro tg a dohromady, vyjde ndm konec¢né vztah mezi normalovou a tithovou
silou

o Fy(4k —1)
" 4fk
Ten dosadime do predchozi rovnice, ¢im ziskame
4k — 1 . 4k — 1
tga = = sina=

f VI + @k —1)?

11
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kde jsme vyuzili identitu
T
sinarctgr = —— .
V1+a22

Nyni uz jen dosadime do jednoho z predchozich vyjadieni pro F' a mame vysledek

Fo  Fy(4k —1) \/f2+ (4k — 1)

sin o 4fk 4k —1
Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz
Uloha M.14 ... naraz do zdi 5 bodil

Jindra chtél ptivodné nechat valici se vialec narazit do zdi, jenze pak mu doslo, ze nedokéaze
spocitat prubéh srazky. Proto vzal homogenni valec o hmotnosti m = 12kg, délce | = 50 cm
a poloméru r = 10cm, roztocil ho tihlovou rychlosti w = 50rad-s™* okolo osy rotacni sy-
metrie a polozil ho na podlahu tak, aby se dotykal zdi. Dochdzi k prokluzovani jak v misté
dotyku s podlahou, tak v misté dotyku se sténou. Koeficient tieni valce s podlahou je j11 = 0,38
a koeficient treni mezi valcem a sténou je p2 = 0,57. Spocitejte hodnotu treci sily mezi valcem
a steénou. Valec se toci v takovém smyslu, ze kdyby pred nim nestdla sténa, valil by se smérem
do stény. Jindra boril zed.

V okamziku dotyku se sténou pisobi na véalec nékolik sil. Tthova sila Fg, ptisobi smérem dold,
treci sila T1 od podlozky zpomaluje rotaci valce a tlaci tedy vilec smérem do stény, reakcni
sila N2 od stény vyrovnava ucinky treci sily od podlahy, tieci sila T2 od stény puisobi nahoru
a taktéz zpomaluje rotaci a reakéni sila N1 od podlozky vyrovnavéa ucinky tihové sily a treci
sily od stény. Jelikoz vélec prokluzuje, jsou tfeci sily maximdalni mozné (tzn. koeficient tfeni
krét normélova sila). Plati rovnovdha sil

T1 = N2,
To =mg— Ni.

Daéle mame k dispozici defini¢ni vztahy pro treci silu T; = u;N;. To je soustava linedrnich
rovnic se ¢tyfmi nezndmymi (N1, Na, 11, T2), kde hleddme T5. Nejdiive si za N; dosadime
prislusné Ti,u;l. Potom si z prvni rovnice vyjadiime silu

T1 = py ' To,
kterou dosadime do druhé a dostaneme

Ty =mg — (pap2) ' Ta,
m.
T2 = 7‘_’1 .
(pap2)” +1

Po dosazeni ¢isel ze zadani vyjde 7> = 21,0 N.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
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Uloha M.15 ... nekvantové provazani 5 bodu

Meéjme bod, ze kterého vylétava dvojice fotont, jejichz polarizace jsou na sobé vzdy kolmé. Jak
néazev ulohy napovida, nemyslime tim, Ze by byly v superpozici. Jinak receno, oba fotony maji
danou polarizaci, jen nevime jakou. Déale dame obéma fotonium do cesty polarizator, pricemz
roviny polarizace téchto polarizatori jsou rovnobézné. Jaka je pravdépodobnost, Ze oba fotony
z dané dvojice proleti polarizatory? Lego si chystal predndsku na soustredéend.

Oznacme si uhol, ktory zviera rovina polarizacie jedného foténu s rovinou polarizécie polari-
zétorov . Pravdepodobnost, 7e tento fotén preleti polarizatorom bude p1 = cos? ¢. Rovna-
ko definovany uhol pre druhy fotén bude n/2 — ¢ a pravdepodobnost, ze preleti on je p2 =
= cos?(n/2 — @) = sin® ¢. Takze pravdepodobnost, ze preletia oba bude

P12 = pip2 = cos’ psin® ¢ = 1/4sin”(2¢) .

Uhol ¢ je ndhodny a treba cez neho vystredovat
2 (3 1 (2, 1=
P12 “/o pi2(p) dg 27{/0 sin”(2¢)dp = -7 = ¢

kde na zintegrovanie nam stacilo to, ze integral sin? cez celoéiselny nasobok jeho polperiédy
je vzdy rovny polovici intervalu. Rovnako dobre sme mohli stredovat cez celé 2r, ale takisto
stacilo aj cez n/4.

Zostéava dodat, ze ked sa napriklad pozitréonium rozpadé na dva fotény s kolmou polarizaciou,
a keby sme im dali do cesty polarizatory s rovnobeznymi rovinami polarizicie, tak by sme
nepozorovali ziadne pripady, kedy by preleteli oba fotény. Z toho presne vyplyva, ze polarizacie
fotonov nemdzu byt dané uz v momente rozpadu, ale az v momente merania.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha M.16 ... vodni planeta 5 bodu

Meéjme nerotujici planetu s polomérem R = 2000 km tvorenou pouze kapalnou vodou. Atmosfé-
ricky tlak na vodni hladiné je p, = 10kPa. Jaka bude hodnota tlaku v jejim stredu? Uvazujte,
Ze voda je nestlacitelna. Honza premgslel nad tim, co vSe muze ve vesmiru existovat.

Na kazdou ¢ast planety bude pusobit gravitacni a tlakova sila. Podminku hydrostatické rovno-
vahy potom vyjadfuje rovnice
vp = pag )

kde p je tlak, p je hustota vody a ag je gravitacni zrychleni. Vzhledem ke sférické symetrii
problému bude gravita¢ni sila vidy smérovat do stfedu planety a jeji velikost bude funkci
vzdalenosti od stredu r. Stejné tak velikost tlaku bude zdviset pouze na r. Pro popis tak bude
vyhodnéjsi prejit do sférickych souradnic, ve kterych bude platit

dp

gzpag.
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Déle se zamérime velikost gravita¢niho zrychleni. Predstavme si, Ze se nachazime na souradni-
ci r. Z Gaussovy véty vyplyva, ze do gravitacniho ptisobeni bude pfispivat pouze hmota pod
nami, tedy koule o poloméru r. Ta bude mit hmotnost

m=—-nrp
3 .

Gravita¢ni zrychleni pak jednoduse bude

Gm _ 4nGrp

r2 3
kde znaménko minus znamenad, ze gravitace miri proti sméru rostouci souradnice r. Po dosazeni
za ag do druhé rovnice dostaneme

CLg:

2
dp = _4n§p rdr.

Rovnici zintegrujeme podle prislusnych mezi a vyjadiime si tlak uprostied planety

Pa R 2
4
/ dp: —/ TEGp 'I“d'l"7
3
Po 0

2nGp”
Pa —PpPo = — =P R27
3
2
Po=pa+ 2n§p R? = 557 MPa
Jan Benda
honzab@fykos.cz
Uloha M.17 ... zavody auti¢ek 5 bodul

Jarda vzpominal, jaky mél krasny zivot, kdyz jesté nebyl organizatorem FYKOSu. Vybavil si
napriklad, ze jako maly dostal hodné vysokou autodrahu ve tvaru sroubovice, po které poustél
auticka o hmotnosti m = 80g doli. Polomér drahy byl r = 10cm a za jednu otocku sjelo
auticko o h = 8 cm nize. Auticko se pri svém pohybu trelo o vnéjsi okraj drahy se soucinitelem
treni p = 0,3. V case to pustil jedno auticko, o pét sekund pozdéji dalsi. Kolik nejvice pater
bude mit prvni auticko ndskok na druhé, jestlize je miizeme povazovat za hmotné body?
Jarda vzpomind na klukovské casy.

Pokud si autodrahu rozvineme do roviny, bude pohyb auticka vypadat jako jizda na naklonéné
roviné. Ve sméru spadu roviny na néj bude pusobit tecna slozka tihové sily o velikosti

t .
Fy =mgsina,

kde « je thel mezi naklonénou rovinou a vodorovnou plochou. Auticko se pohybuje na kolech,
proto na néj zddna odporova sila od vozovky nepusobi. Kdyz jedno patro sroubovice rozvineme
do roviny, dostaneme pravouhly trojuhelnik s odvésnami délek h a 2nr, takze z geometrie
dostavame b

h? + (2mr)?

sina =

14
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Na auticko ale preci jen pusobi treci sila. Je totiz udrzovano na kruhové drize o poloméru r.
Aby toto bylo mozné, musi na néj pusobit dostiediva sila

2
muy,
Fqg=——,
r

kde vy, je horizontélni slozka rychlosti. Ta méa velikost vy, = v cos . Kosinus dhlu « je

2nr
cosq = ——— .

h? + (2nr)?
Touto silou se zaroven tlaci auticko na okraj drahy, takze zde vznika tteci sila

2 2
mu mu 2

Ft:uFd:u:Lcos a.
r r

Nyni jiz mame vyjadfeny vsechny dilezité sily, které na auticko pri pohybu ptisobi, a mizeme
sestavit pohybovou rovnici

o’
F:th—Ft = i):gsina——COSZOz.
'

Tuto diferencidlni rovnici mizeme samoziejmé resit, ale moznd se ndm do toho tplné nechce,
takze se pokusime najit vysledek tlohy jinou cestu. Vidime, ze se vzrustajici rychlosti zrychleni
klesd, zaroven ale rychlost nemuze prekrocit uréitou mez

grsina
Vy = _— .
1 cos? a

Té se fikd termindlni rychlost a dostaneme ji prostym dosazenim a = 0. Auticko ji dosdhne
v nekonecném case, do té doby bude jeho zrychleni kladné. To ale znamena, ze se jeho rychlost
bude jen zvySovat, takze bude platit v(¢ + to) > v(t). Auticko, které je na draze delsi dobu, ujede
za jednotku casu delsi vzdalenost nez druhé. Rozdil mezi nimi se tak stdle zvysuje a maximalni
bude v t = co. V této situaci uz je ale rychlost obou aut rovna v;. Pokud prvni auticko projelo
jistym bodem, druhé jim projede o cas t = 5s pozdé&ji. Jejich maximalni drahovy rozdil tak
je As = vit. Vyskovy rozdil dostaneme, pokud si Sroubovici zase rozvineme. Potom ziejmé

Ah = Assina.

Pocet pater, o které je jedno auticko niz nez druhé, bude

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha E.1 ... antidieta Zemé 5 bodu

O kolik by se zvysila hmotnost Zemé, pokud by se jeji stredni polomér zvétsil o Ar = 1,0m
dodanim materialu o stejné stredni hustoté jako ma v soucasnosti?
Karel premyslel nad dopady meteoriti.

Nejprve urcime hustotu Zemé. Tu bychom mohli rovnou nalézt na internetu, ale urceme ji
z veli¢in, které znidme. Uvazujme, ze Zemé je piiblizné koule s polomérem Rg = 6,378 - 10° m
Jde sice o rovnikovy polomér, ale dopustime se relativné malé chyby. Hmotnost Zemé je Mg =
= 5,974 - 10%* kg. Hustotu snadno uréime jako

Mes _ 3Ms
Vo  4mRY

o = = 5497kgm ™ = 5500kg-m 2.
Pokud porovname s hustotou, kterou mizeme nalézt napt. na Wikipedii, kde je uvedena hus-
tota 5515kg-m~3, pak ndm nas vypoditany odhad stadi pro vysledek platny na dvé platné
cifry.

Samotné feseni muze byt velice jednoduché, pokud si uvédomime, ze se polomér Zemé zvetsi
pouze velice mélo. Tim padem se prakticky nezméni plocha jejiho povrchu Sg viaci puvodni.
Zména objemu Zemé je pak soucin plochy povrchu Zemé a zmény vysky

AV = SgAr = 4rREAr = 511-10" m®.

Hmotnost se zméni o

3Mo \ pa n, _ 3Mo

Am = pg AV = InRE, o

Ar=28-10"%kg.

Hmotnost Zemé se zvysi o 2,8 - 10'® kg, coz je 0,000 047 % ptvodni hmotnosti.

Alternativnim postupem by bylo vypocitat hmotnost zvétsené Zemé a odecist hmotnost
pavodni. Vzhledem k malému nartstu poloméru by mélo jit o zanedbatelny rozdil. Pfesvédceme
se o tom

3Ms (4 s 4
Am,:p@AV/: 4]‘[R% (gﬂ(R@"‘AT) —gTER@)
Mg 2
= R3 (SR Ar + 3RgArT? 4+ Ar )

Vidime, Ze ndm vysel trojélen. Jeho prvni ¢len je vysledkem, ktery jsme dostali v priblizném
vypoctu a dalsi ¢leny jsou skutecné zanedbatelné a po zaokrouhleni ndm vyjde stejny vysle-
dek. Zanedbani bychom nemohli provést, az kdyz by narust poloméru byl vyrazny ve srovnani
s puvodnim polomérem Zemé.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha E.2 ... Diomedovy ostrovy 5 bodu

Dva malé ostrovy vzdalené od sebe pouze 3,7km se nachdzi v Beringové priilivu. Zapadnéjsi
ostrov patri Rusku a ten druhy je soucasti USA. Zajimavé na nich je to, Ze primo mezi ni-
mi prochdzi mezindrodni datovd hranice (proto se nékdy ostrovium prezdivd Tomorrow Island
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a Yesterday Island). Jednou v zimé, kdyz byl priiliv zamrzly, presel jeden cestovatel z ame-
rického ostrovu primo na rusky priimérnou rychlosti 4km-h™! (toto radsi nezkousejte, je to
nelegdlni). Jeho GPS aplikace mu ale zobrazila velmi podivnou primérnou rychlost, protoze
¢as startu i konce cesty pocitala podle lokalniho ¢asu. Jakou priimérnou rychlost mu zobrazila?
Rusky ostrov se nachdzi v casovém pasmu +12, americky v pasmu -9. Nezapomerite na zna-
ménko. Matéj by rdd cestoval, ale ted to nejde.

Trik spociva v tom si uvédomit, jakym smérem se otaci Zemé. Napiiklad kdyz je na Greenwi-
chském poledniku pravé 12:01 13. 2., je na ruském ostrové 00:01 14. 2. a na americkém 3:01 13. 2.
K skute¢nému ¢asu tedy musime pri¢ist falesnych 12h — (—=9h) = 21h.

Cesta mu ve skutetnosti trvala —o-/km 0,925 h, z ¢eho pro novou faleSnou priamérnou

Tkmh-1T
rychlost
3,7km 1 .
m —0,1688kmh —4,69Cms .
Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz
Uloha E.3 ... voda na Marsu 5 bodu

Mars nema moc vody. Predstavte si, ze bychom na Marsu chtéli vytvorit ocean a premistili
bychom tam veskerou vodu z Tichého ocednu, ¢imz by na Marsu vznikl Novy Tichy ocean
pokryvajici témér celou planetu. Jak by se zménila primérnd hloubka tohoto ocednu po presu-
nuti? Uvedte zaporné ¢islo, pokud by se zmensila. Pocitejte s tim, ze Tichy ocean pred presunem
pokryvé tietinu zemského povrchu a obsahuje 7,1 - 103 km® vody. Polomér Marsu je 3390 km
a pro jednoduchost uvazujte, Ze nerotuje. Matéj mél Zizen.

Povrch Zemé je Sz = 4nR%. Vzhledem k tomu, Ze hloubka ocednu je velmi mald v porovnani
s polomérem Zemé, muzeme prumérnou hloubku Tichého ocednu vypocitat jako

|4 3V

ho = — = ,
° T 15, 4nRg

kde V je objem Pacifiku a Rz = 6378km. Pro Tichy ocedn na Marsu by pramérnd hloubka
byla
1% %

T Su 4nRZ)’
kde Ry = 3390km je polomér Marsu. Rozdil hloubek je
\4 1 3 .
hi—ho=—| 5 — = | =70m.
SR (Rﬁf R%) o

Hloubka Pacifiku by se tedy zvétsila o necely kilometr.

h1

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz
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Uloha E.4 ... koulime po neandrtalsku 5 bodu

Starovéké civilizace vynalezly kolo uz ddavno. Spocitejte, jak prudky svah bychom potrebovali,
aby se sam od sebe rozkutélel pravidelny 42-tihelnik.
Kiko si v technickém muzeu prohlizel kostitras.

Na to, aby mohlo déjst k preklopeniu telesa, musi byt poloha jeho taziska priamo nad vrcholom,
cez ktory sa mé teleso preklopit (v skutocnosti je to trochu viac vpravo, no my rieSime préve
ten kriticky pripad). Pre uhol medzi stranou n-uholnika a priamkou prechddzajicou taziskom
a prislusnym vrcholom strany plati

Y= 9

Aby doslo k prekldpaniu, musel by byt uhol rovny n/2. K tomu mu dopomoéze néklon svahu,
ktory teda musi byt

T
a=n/2-p=—
Pre 42-uholnik to vychadza priblizne 4,3 °.
Kristidn Salata
kristian.salata@fykos.cz

Uloha E.5 ... sucho 5 bodu

Relativni vlhkost v Danciné pokoji je neprijemnych ®, 1 = 20 %. Kolik vody musi nechat Danka

odparit, aby vlhkost vzduchu stoupla na ®,2 = 50 %7 Danka mé v pokoji V = 15 m?® vzduchu

s teplotou 25°C, pridem# ve vzduchu je pii téhle teploté odparenych ®; = 4,6 g-m™> vody.
Danka méla v pokoji prilis sucho.

Vlhkost vzduchu ® je definovana ako
=1
V b)
kde m je hmotnost vody nachadzajicej sa vo vzduchu a V je celkovy objem vzduchu. Pre

relativnu vlhkost vzduchu plati
P
b= —,
D,
kde ®,, je hmotnost odparenej vody na jednotku objemu vzduchu, pri ktorej pri danej teplote
nastane nasytenie vzduchu vodou. Z aktudlnej situdcie mdzeme urcit mnozstvo vody v kubickom
metri pri nasyteni, teda ®,,, ako

Dy, =D1/Dy 1.
Pre rozdiel hmotnosti vody vo vzduchu dostdvame z prvej rovnice
Am =m2 — M1 = 1% (@2 — (191) = V(I)m (‘I‘r,z — ‘I)r,1) .
Dosadenim pre ®,,, tak mame
Am =V, (qm - 1) =104g.
ér,l
Danka teda musi odparit priblizne 104 g vody.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz
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Uloha E.6 ... v&%eni pradla 5 bodu

Verca vési rucniky na susdk tak, ze si je prehodi pres ty¢ se ¢tvercovym prurezem. Oba konce
rucniku visi dolii. Jednou si vsimla, ze ¢ast rucniku, kterd neni v zakrytu s druhym koncem,
schne rychleji. Rozhodla se tedy, ze bude véset rucniky tak, aby se prekryvala co nejmensi ¢ast,
ale aby se rucnik jesté udrzel na ty¢i a nesklouzl dolii. S jakym nejvétsim pomérem délek visicich
¢asti rucniku (delsi ku kratsi) muze Verca rucénik povésit, aby nespadl? Soucinitel smykového
treni mezi tyc¢i susdku a rucénikem je f = 0,2 a rucnik ma hmotnost m = 1kg.

Verca hledd fyziku i v domdcich pracich.

%

Oznac¢me si hmotnost delsi ¢asti ruéniku jako mi a kratsi jako me, pri¢emz predpokladdme, ze
hmotnost ru¢niku je rozloZzena rovnomérné. Na jedné casti bude pusobit tthova sila Fy 1 = mig
ana druhé Fy o = mag. Proti vétsi tihové sile (Fy,1) bude zdroven v kritické konfiguraci piisobit
treci sila Fy = mgf, kterd rucnik bude drzet na tyci. Dostavame tak rovnici

Fg,2+Ft:Fg,17

po dosazeni
mag +mgf = mag.

Zéroven vime, ze mq + ms = m, takze si z toho po dosazeni za m muzeme vyjadrit pomér
hmotnosti jako

mi 1+ f

ma 1-— f ’
Pomeér hmotnosti odpovidd hledanému pomeéru délek, dosazenim numerickych hodnot vycha-
zi % = % = % Vsimnéme si, ze jedind veli¢ina, kterda mé na vysledek vliv, je soucinitel tieni.

Na hmotnosti ani tthovém zrychleni nezavisi.

Veronika Hendrychovd
vercah@fykos.cz

Uloha E.7 ... gravitace 5 bodu

Matéj by se chtél projit po Meésici, ale je tézké se tam dostat. Tak udélal takovy trik, ze se
nafilmoval, jak skace po Zemi, a pak si video pustil zpomalené. S jakou snimkovaci frekvenci si
musi klip pustit, aby to vypadalo, Ze skace po Mésici? Kamera ma frekvenci 60 fps. Uvazujte,
Ze tihové zrychleni na Meésici je Sestkrat mensi nez na Zemi. Matéj a filmové triky.

Omezime se pouze na svislou slozku obecného pohybu, protoze vodorovné slozky nejsou ovliv-
nény tihovym zrychlenim. Pro volny pohyb v homogennim tihovém poli g plati rovnice

1
y(t) = —§gt2 + vot + %o,
kde vg je svisla rychlost v case t = 0 a yo je poloha v témze ¢ase. Nyni provedeme transformaci

od necarkovanych veli¢in k ¢arkovanym a pozadujeme, aby vysledné transformovana pohybova
rovnice byla stejna, protoze svisld poloha y je stejna v origindlnim i zpomaleném klipu, takze

u(O) =y (1) == 39 + it + v
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Chceme, aby platilo ¢’ = g/6. Porovnanim jednotlivych ¢lenti (rovnice y(t) = y' (') musi byt
splnéna pro vSechny mozné hodnoty vy a yo) dostdvame

Vo

t,:t\/év U6:%7 y(l):yo (1)

Z toho vidime, Ze ¢as musi byt zpomalen /6-krét, tedy za dobu, za kterou by uplynulo v ori-
gindlnim zédbéru 60 snimkd, uplyne ve zpomaleném zabéru pouze 67% = 24,5 snimku.

Ackoliv je to mazany trik, ma jednu nevyhodu. Matéjova rychlost totiz pri odrazu bude
kvuli (m) vypadat, Ze je v/6-krat mensi. Bude se tedy zdét, ze Matéj dokdze vyskakovat pouze

s docela malou rychlosti.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha E.8 ... lano na naklonéné roviné 5 bodu

Méjme naklonénou rovinu svirajici ihel ¢ = 50° s vodorovnym smérem. Na ni je polozeno (po
celé jeji délce) lano s délkovou hustotou A = 1,5kg-m™*. Vyskovy rozdil mezi hornim a spodnim
bodem naklonéné roviny je h = 1,7m. Jakou silou musime lano nahore drzet, aby nesklouzlo
doli, jestlize je mezi lanem a rovinou nulové treni?

Legovi se uz nechce vymyslet puvody, sorry :D

Lano bude mat hmotnost m = Ah/ sin ¢. Nakolko rovina svoj sklon nijako nemeni, mézeme celd
hmotnost ,presunit do taziska*“ a ratat ako s hmotnym bodom. Potom dostavame, ze zlozka
tiazovej sily kolmé na rovinu bude vyrusend normalovou silou a zlozka rovnobezné s rovinou,
Cize ta, proti ktorej budeme musiet pdsobit, aby sme lano udrzali, bude mat velkost F =
= Fysinp = gA\h = 25,0N.

Mobzeme si vSimnut, ze tato sila nezavisi na uhle, ale iba na vyskovom rozdieli.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha X.1 ... drtiva srazka 5 bodii

Dva hmotné body o hmotnostech m; = 50,0kg a me = 60,0kg, vzddlené od sebe | = 6,00 m,
zacnou byt z klidu vzajemné pritahovany konstantni silou F' = 100 N. Jakou rychlosti se srazi?
Verca vzpominala, jak se spoluziky chodili bruslit.

Zacneme tim, ze zjistime zavislost polohy obou bodi na ¢ase. Predpokladejme, ze prvni bod je
v pocatku a druhy se nachazi ve vzdélenosti [ na ose z, pricemz se k sobé zac¢nou pohybovat.
Protoze je sila konstantni, oba body se k sobé zacnou priblizovat rovhomérné zrychlenym po-
hybem. Jejich zrychleni mtzeme vyjadrit jako podil plisobici sily a jejich hmotnosti. Pro polohy
bodu v case tak dostavame

1 5, 1F,
= —atP =-—t
TL=au 2my
1 F 5
=l—Zat?=1—=—t
r2 2a2 2 mo

Srézka pak nastane v okamziku, kdy se polohy bodi budou rovnat, tedy

1 F 2 1 F 2 2lm1m2
——tT=l—=—t = t:’/i_
2mq 2 Mo F(m1 +m2)

Zbyva spocitat jejich vzajemnou rychlost. K tomu pouzijeme vzorec v = at = %t. Protoze
se body pohybuji po piimce smérem k sobé, bude jejich vzdjemnd rychlost souctem jejich
jednotlivych rychlosti, cili

ot (e L) [ Fna ) _ [
mi  me F (m1+ m2) mims mims

Po dosazeni ¢iselnych hodnost dostaneme, ze se hmotné body srazi vziajemnou rychlosti v =
=6,63m-s"'.

Veronika Hendrychovd
vercah@fykos.cz

Uloha X.2 ... nefunkéni Pythagorova véta 5 bodi

Matéj nemé rad klikaté cesty a radsi chodi rovné. Ze vseho nejradsi ma, kdyz jde presné ve
sméru jedné ze ¢tyr svétovych stran. Jednou premyslel nad tim, jaky by byl nejhezci zpiisob
cesty z Prahy do Brna. Mohl by bud jit pifimo na vychod a pak na jih, nebo nejdriv na jih a pak
na vychod (pokazdé udéld prévé jednu otoc¢ku o 90°). Jaky je rozdil drahy prvni a druhé cesty?
(pokud je prvni cesta kratsi, ocekdvame zdporny vysledek). Ve skutecnosti by mél na vysledek
mnohem vétsi vliv konkrétni tvar terénu, uvazujte tedy, ze Zemé je dokonald koule. Souradnice
Prahy jsou 50,08°N,14,44°E a Brna jsou 49,20° N, 16,61°E.

Matej premyslel nad tim, jaky typ projekce pouzivaji Google mapy.

Musime si uvédomit, jak vypadd Matéjova trajektorie. V obou pripadech jde jednu ¢ast cesty
po rovnobézce a druhou po poledniku. Po poledniku ujde v obou pfipadech stejné vzdalenosti,
protoze potfrebuje prejit mezi rovnobézkou prochézejici Prahou a rovnobézkou prochéazejici Br-
nem. Pro druhou ¢ast cesty to jiz neplati, protoze vzdélenost dvou poledniki neni konstantni.
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Pti pohybu smérem na vychod se Matéj pohybuje po jedné rovnobézce. Polomér rovnobézky r
zdlezi na severni $ifce (zna¢ime ¢) jako

r= Rcosyp,

kde R = 6378 km je polomér Zemé. Vzdélenost s, kterou po rovnobézce urazil, je ddna délkou
kruznicového oblouku s tthlem AXA = Agp — Ap, potom
T
= AN
180° =7
kde zemépisnou délku ve stupnich znac¢ime A a faktor g5z prevadi stupné na radidny. Jako
rozdil drah dostavame

S

= T
~180° 180°
Vidime tedy, Ze i p¥i pohledu na rovnou mapu ,,malé“ Ceské republiky dochézi k jisté deformaci,
ktera zpusobuje, ze se skutecné vzdalenosti mohou lisit az o nékolik kilometru.

As = s1 — 82 (ri —r2) AN = RAM (cos pp — cos pp) = —2830m .

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha X.3 ... otravena 5 bodil

Do rybnika, ve kterém je V = 130m® vody, se dostala jistd jedovatd ldtka. Jedinym pritokem
je potok s priitokem Q = 3,8¢-s™1 a voda z néj se v rybniku okamzité misi s kontaminovanou
vodou. Za jak dlouho se koncentrace nebezpecné chemikalie snizi na desetinu, jestlize se vyska
hladiny rybnika neméni? Jarda chtel rybarit v Becvé.

Ozna¢me koncentraci jedovaté latky v rybnice c. Jestlize se voda v rybnice dokonale misi s vodou
z potoka, pak z rybnika odtékd voda, kterd mé koncentraci jedu také c, zatimco do néj vtéka
voda s nulovou koncentraci skodliviny. Pokud se vyska hladiny neméni, znamend to, ze do
rybnika pfitece tolik vody, kolik odteCe. Zména mnozstvi jedovaté latky v rybnice za casovy
usek dt bude

at - dt o dt’
Béhem této doby z rybnika odtece voda o objemu Q dt, tedy mnozstvi poklesne o dn = —cQ dt.
Z toho dostavame diferencidlni rovnici

dn _ d(cV) Vdc

de
V—=—-cQ,
dt @
kterou fesime separaci proménnych
d
de Qg
c \%4

Integraci vyjde
7Qt
c(t) = coe” V"
Pokud se m4 koncentrace snizit na desetinu, musf platit ¢(t) = {3. Odtud vyjadiime cas jako
\% \%

Co .
t=—In—=—=In10=219h.
Q ¢ Q

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha X.4 ... zdkefné X 5 bodi
Na obrazku jsou dvé tyce délky | = 1,2 m spojené uprostred tak, ze se mohou
viici sobé volné otacet. Protéjsi vrcholy tyci jsou spojeny dvéma pruzinkami Lz

s tuhosti k = 90N-m~! a klidovou délkou s = 0,4m. Na konstrukci shora
polozime zavazi o hmotnosti m a pockame, az se situace ustali. Najdéte
velikost m, pro kterou se délka pruzinky zdvojnasobi. Predpokladejte, zZe se
konstrukce nemiize prevratit. Jachym mél dlouhou chuvilku.

Oznac¢me délku pruzinky po natazeni 2z, pocatecni délku 2x¢ = s, vysku
konstrukce 2y a délku ty¢i 2r = [. Ziejmé plati
r? = 2? + y2 . 2
Velikost sily, kterou pruzinky piusobi na konce ty¢i, bude F, = 2k (x — o). Tihovd, resp. vztla-
kovd sila se rovnomérné rozlozi, ¢ili na kazdy konec bude pisobit F,, = mg/2. Tyce se vici sobé
nebudou otécet ve chvili, kdy bude celkovy moment, pusobici na kazdou z nich, nulovy. Z toho
dostavame podminku
by = yF,.
Po dosazeni za sily vyjde
4k —
= YRy (@ —z0)
gr

Hleddme takovou hmotnost, pro kterou se pruzinka dvakrat prodlouzi, neboli pro kterou
bude platit + = 2x¢. Pomoc{ tohoto vztahu si z prvni rovnice vyjaddiime y = /r2 — 4z2.
Miuzeme psat vysledek

4I€ (2.130 — .130) 2 2k k .
m=———""2./r2 —4g? = = \/r2 — 42 = /12 — 452 = 821kg.
2920 0 g \/ 0=y \/ g
Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz
Uloha X.5 ... skluz 5 bodi

Jachym nasel kamen ve tvaru dokonalého rotacniho elipsoidu s poloosami a = 5,3cm a b =
= 3,5cm, kde a je osa rotacni symetrie, a poslal jej po rovné ledové plose tak, ze tihel ¢
mezi hlavni osou elipsoidu a svislym smérem byl po celou dobu pohybu konstantni. Spocitejte
nejvétsi moznou velikost thlu ¢, jestlize hmotnost kamene je m = 32g, pocatecni rychlost
jev=279ms"' a koeficient tfeni mezi kamenem a ledem je f = 0,30.

Jachym byl ve skluzu s tulohami do treti série, tak vymyslel ulohy do Fyzikldni.

Klicem k feseni tlohy je podminka stability kamene vzhledem k rotaci. Z pohledu vnéjsitho
pozorovatele na néj pusobi tii sily — tihovd, reakéni od ledové plochy F}, a tieci Fy = fFj.
Moment sil vzhledem ke stredu kamene musi byt nulovy, z ¢ehoz plyne

Fircosy = Fprsiny,

kde r je délka spojnice stredu kamene a bodu, kde se dotyka ledu, a « je odklon této spojnice
vzhledem ke svislému sméru, viz obrézek [l|. Rovnici upravime na

[ =tgn. (2)
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Obr. 1: Ndkres kamene ve skluzu.

y“

|/

/

Obr. 2: Cést priifezu kamene. Hlavni osa elipsy je rovnobézna s osou x, vedlejsi s osou y.
Velikosti thli « a 8 odpovidaji tém z obrazku [l.

Nyni si predstavme elipsoid otoceny tak, ze delsi poloosa lezi na ose = a stfed kamene je
v pocatku. Cast jeho povrchu, lezici v roviné xy, muzeme popsat funkci

2
a

viz obrazek E Sklon te¢ny k funkci od vodorovného sméru oznac¢ime —fB. Minus jsme zvolili
proto, ze vime, ze tento thel bude zidporny, ale my se zajimédme jen o jeho velikost. Tangens
tohoto sklonu bude roven derivaci funkce, takze mame

() a0

24



Fyziklani 2021 12. Ynora 2021

Pro bod na povrchu elipsoidu, ve kterém derivaci poéitame, definujme « jako tthel mezi spojnici
bodu se stiedem elipsoidu a hlavni poloosou. Potom bude platit

’——(9)2i—t (-8) = —tg8
v= a) tga 3 - s
Tim jsme dostali druhy zdsadni vztah
b2 1
gBtga (a) i ®3)

kde k neni jen konstanta. Je to nastroj prekvapeni, ktery se ndm bude hodit pozdéji.
Z geometrie situace si rozmyslime, ze ¢ = a +v a a + 8+ v = 3. Dale budeme potiebovat

nésledujici goniometrické identity

(o) -5
I 2=
812 tgx’

tgx +tgy
tg(z+y) = T tgotey’
Ziejmeé plati
hd 1
tgp =tg(a+v) =tg (5 —ﬂ) = wp =ktga.

V posledni rovnosti jsme vyuzili vztah (E) Druhy vyraz si rozepiseme podle vzorce pro tangens
souctu pro ¢, ¢imz dostaneme
tgat+tgy=ktga(l —tgatgy),
tgat+ f=ktga(l— ftga),
0=fktga+ (1 —k)tga+f,

kde jsme si rovnou dosadili za tg~y z (E) Resenim této kvadratické rovnice je

E—1++/(k—1)° —4f2k

tga = 2 fh s

odkud uz ptfimo diky platnosti vztahu tg e = ktga vyplyva reseni dlohy

@—arctg(zlf (klim>>—
= arctg % (Z)Q—li\/(c)b)z—l) _4f2<%)2

Jelikoz se v zadani hledd nejvétsi mozny ihel, zvolime kofen se znaménkem plus. Po dosaze-
ni éislenych hodnot vyjde ¢ = 74,8°. MuZeme si vS§imnout, Ze toto feSeni odpovidéd stabilni
rovnovazné poloze. Dosazenim kofene se znaménkem minus by vyslo labilni feseni.

Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz
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Uloha X.6 ... krutd hra osudu 5 bodu

Pan A a pan B se narodili ve stejny den a oba ziji v dystopické budoucnosti inspirované
Orwellovym romanem 1984. Pan A je obycejny obcan, zatimco pan B je clenem uzsiho vedeni
Strany.

Ideopolicie slidi mezi béznymi obcany a vymysli vykonstruovana obvinéni. Pan A vypozo-
roval, zZe ,,polocas rozpadu“ obcana je 5 let a tento osud jisté jednou potka i jeho.

Nejvyssi tajemnik Strany jednou za 5 let organizuje Cistku, pri které je vzdy ndahodné vy-
brdno a odstranéno 60 % lidi z vedeni Strany. To je zase osud pana B.

Jaka je pravdépodobnost, zZe pan A bude zit déle nez pan B, jestlize pravé ted skoncila jedna
cistka? Neuvazujte jiné priciny umrti nez v diisledku c¢innosti ideopolicie a cistek.

Jindra konecné mize rict, Ze povinna Skolni cetba byla uzitecnd.

Oznacme ¢asovy interval 5 let jako T'. Déle necht a = 0,5 a b = 0,4 znaci poméry prezivsich pfi
jednotlivych zpusobech smrti. Souslovi ,polocas rozpadu“ v zadani mélo napovédét, ze zivot
béznych obcéant se podobd rozpadu radioaktivnich izotoptu. Pravdépodobnost, Zze pan A umfe
pozdéji nez v Case t, je

Pa(t) =aT .

vvvvvv

na to, ze pravdépodobnost, ze pan B umie pozdéji nez v Case t, je
Ps(t) = bl ],

kde zdvorky | | znaéi dolnf celou &4st &isla £.

Zadani se nds pta na to, jakd je pravdépodobnost, ze pan A bude zit déle nez pan B.
Jinymi slovy se ptd na pravdépodobnost, ze pan B umfe diiv nez pan A. Abychom na toto
prisli, musime zjistit hustoty pravdépodobnosti fa(t), resp. fg(t) pro tmrt{ panti A a B a zin-
tegrovat pres vhodné meze. Uréity integrdl hustoty pravdépodobnosti fa(¢) od ¢1 do t2 udava
pravdépodobnost, Ze pan A umfe mezi ¢asy t1 a to

PA(tl <t<t2):/2fA(T)d’T.

Hustota pravdépodobnosti se spo¢itd jako derivace distribuéni funkce. Distribucni funkce Fa (t)
je funkci ¢asu a je to pravdépodobnost, ze pan A umfe diive nez v Case t. Jinymi slovy

Fa(t)=1—Py(t)=1—aT ,
dFa Ina +
t) = — = ————qaT
falt) = -4 T ¢
Hustotu pravdépodobnosti timrt{ pana B oznac¢ime fg(t), ale jak se jesté pozdéji presvédcime,
nemusime ji vyjadfovat. Jelikoz oba jevy (dmrt{ pana A a tmrti pana B) jsou nezdvislé, je

sdruzend hustota pravdépodobnosti jednoduse sou¢inem hustot fa (¢) a f(t). Pravdépodobnost,
7e pan A umfe v intervalu t} aZ t3 a zaroveii pan B umfe v intervalu t5 aZ t3, spocitdme jako

2
ta
1 1
A

t
P(th < ta < ta,th <ts <13) :/ / fa(ra)fe(ms) dre dra . (4)
t tB
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Pravdépodobnost, ze pan B umfe diive nez pan A za predpokladu, ze pan A umfe v ¢ase Ta,
je funkci proménné 74 a je to

TA TA
Pp(0 <tp <TA)=/ fB(TB)dTlebeTJ ,
0

neboli jedna minus pravdépodobnost, ze pan B bude v ¢ase 74 jesté nazivu. Abychom dostali
celkovou pravdépodobnost, ze pan A bude Zit déle nez pan B, musime tento vysledek dosadit
do vztahu ({) a zintegrovat pfes vSechny mozné Casy 7a

Pty > t) = /°° fa(ma) /TA fe(m)dmedra = /0°° fa(Ta) (1 — bLTTAJ> dra =

1 . -
/ fa(ra)dra + nd TAbLTAJ dra .

Opravdu jsme nepottebovali odvodit tvar funkce fg (t)E Prvni integral je z definice roven jedné.

Dale vyuzijeme toho, ze AR je v urcitych intervalech konstantni, takze druhy integral muzeme
prepsat na nekonecnou sumu

> L+1)T T > . . .
P(Ty > Tg) ITZ / o dra =14 b (0" —d) =
i=0 i=0

_ _ a—-1 a(l-0b) 3
71+(a—1)Z(ab) =t — =" =z

=0

Pravdépodobnost, ze pan A prezije déle nez pan B, je 3/8.

Vyse uvedeny postup je sice spravny, ale zbytecné zdlouhavy. V podstaté jsme pouzili
»kanén na vrabce“. Takovy postup by byl adekvatni, pokud by pravdépodobnostni rozdéleni
pro umrti pana B bylo skutecné spojité. Protoze je ale diskrétni, mtzeme zvolit rychlejsi postup.
Pravdépodobnost, Ze pan B umfe pii n-té Cistce (n = 1 odpovida Cistce ode dneSka za pét let)
je

Ps(n)=b"""—b".
Pravdépodobnost, ze pan A umfe az poté, co probéhne n-ta cistka, je

nT

Py(n)=aT =a",
takze slozené pravdépodobnost, ze pan B umfe prfi n-té ¢istce a pan A umie az poté, je ndsobkem
obou vyse odvozenych pravdépodobnosti (oba jevy jsou nezdvislé)

_ 1-b
P(n)= (""" —b")a" = —— (ab)" .
(n) = ( )a" = =2 (ab)

Pokud chceme zjistit celkovou pravdépodobnost, ze pan A prezije déle nez pan B, musime
spocitat sumu pres vsechna n

= n 17b 1 _a(l-b) 3
P(Ta > Te) = Z (1—ab_1>7 1—ab 8

2Pokud by véas to zajimalo, tak hustota pravdépodobnosti pro tmrti pana B by se dala vyjadfit pomoci
delta funkei fg(t) = (1 — b) Zf’il bI1S(t — iT).
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Dosli jsme ke stejnému vysledku mnohem rychleji. Pravdépodobnost, Zze pan A prezije déle nez
pan B, je 3/8.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha X.7 ... zakeing&jsi X 5 bodit

Na obrazku jsou dvé tyce délky | = 1,2 m spojené uprostred tak, ze se mohou
vici sobé volné otacet. Protéjsi vrcholy tyc¢i jsou spojeny dvéma pruzinkami m
s tuhosti k = 90N-m~! a klidovou délkou s = 0,4m. Na konstrukci shora
polozime zavazi o hmotnosti m = Tkg. Jaky je rozdil nejvyssi a nejnizsi
stabilni polohy, ve kterych se téleso miize nachdzet? Polohu tplné na zemi
neuvazujte. Koeficient tfeni mezi tycemi a télesem i tycemi a zemi je f =
= 0,6. Predpokladejte, Ze se konstrukce nemiize prevratit, je v porovnani se
zavazim zanedbatelné hmotnosti a zavazi je delsi nez tyce.

Jdachym se nudil jeste vic.

7

V rovnovazné poloze je celkovy moment sil pusobicich na kazdou z tyéi

nulovy. Rozmezi moznych rovnovaznych poloh bude zpisobeno tim, Ze tieci

sila nemé jednu konkrétni velikost, ale je pravé tak velka, aby se téleso nepohybovalo.
Oznacme délku pruzinky po natazeni 2z, pocatecni délku 2zo = s, vysku konstrukce 2y

a délku tyc¢i 2r = [. Sila pruznosti, pusobici na konec tyde, bude F, = 2k(x — o), zatimco

tihovd resp. tlakovd sila podlozky bude Fy = mg/2. Tteci sila bude z intervalu (—Ft, F),

kde Fy = fF,. Pro celkovy moment v maximalni resp. miniméln{ poloze plati

2Fy —y(Fy + 2F;) =0,
kde z € (—1,1). Dosazenim z vyse uvedenych velikosti sil dostdvame
xmg — y (4k (x — zo) + 2fmg) = 0.

Z¥ejmé plati 72 = x? + 32, odkud si mizeme vyjidfit « jako funkci y. Nicméné uz od pohledu
je jasné, ze vysledny vztah bude polynom vysokého stupné, ktery nema smysl fesit analyticky.
Proto zvolime jiny pristup — vyjadiime si z jako funkci y a budeme se se zajimat o to, v kterych
bodech je splnéna podminka z € (—1,1). Plati

1 r2 4k 1 2 2k
R OV L B Y R Y RN N Py
i f< y?2 mg( Ty mo)> f h2 mg( S) ’

kde jsme si rovnou zavedli hledanou vysku jako h = 2y. Zavislost z(h) jsme zobrazili do grafu E
Minimalni a maximalni vyska jsou

h1 =0,451m,

hy =1,173m.
Vysledkem tlohy je Ah = he — h1 = 0,722 m.

Jdachym Badrtik
tuaki@fykos.cz
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1,5 - \ 1

Obr. 3: Z4vislost z(h). Vodorovné ¢ary oznacuji interval (—1,1).
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Uloha A.1 ... uték pied sluncem 5 bodu

Jakou rychlosti se musi pohybovat letadlo vici povrchu Zemé, pokud leti ve vysce h = 10 km
primo po 42. rovnobézce a pritom utikd pred vychodem slunce (takze je vzdy nad mistem, kde
slunce pravé vychdzi)? Danka letéla letadlem a za nimi vychdzelo slunce.

Ak sa zamyslime nad situdciou, uvedomime si, ze lietadlo sa musi nachddzat vzdy v rovnakom
bode voci stredu Zeme a Slnku. Potom sa lietadlo voci povrchu Zeme pohybuje takou rych-
lostou, akou sa povrch Zeme na danej zemepisnej $irke pohybuje voci stredu Zeme a Slnku.
Tuto rychlost mozeme urcit ako podiel obvodu Zeme o v tejto zemepisnej Sirke (teda dizky
42. rovnobezky) a periédy jednej otoc¢ky Zeme T' = 24 h relativne voci Slnku. Dizku rovnobez-
ky spocitame ako o = 2nr, kde r je polomer prislusnej rovnobezky. Ten moézeme jednoducho
spocitat zo znalosti polomeru Zeme Rz = 6 378 km ako

r= Rzcosa,

kde a je uhol medzi rovnikom a danou rovnobezkou, ktory je zo zadania 42°. Potom pre
rychlost pohybu povrchu Zeme na 42. rovnobezke voci lietadlu utekajicemu pred vychodom

slnka dostavame
o 21 Rz cosa

T T ’
¢o nam po dosadeni ¢iselnych hodnét déava

v=1240km-h'.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha A.2 ... SETI frekvence 5 bodt

SETI je projekt vyhledavajici znamky mimozemskych civilizaci zkoumanim radiovych signali
prichazejicich z vesmiru. V roce 1973 astronomy Drakea a Sagana napadlo, Zze by mohlo byt
zajimavé hledat na néjaké , prirodni frekvenci®. Konkrétné navrhli, aby se jednalo o kombinaci
Boltzmannovy konstanty kg, Planckovy konstanty h a soucasné teploty reliktniho zareni Tp =
= 2,725 K. Naleznéte vztah pro frekvenci zareni f vyuzivajici tyto konstanty s predpokladem,
Ze nejsou nasobeny néjakym dalsim bezrozmérnym cislem. Jak vychazi tato hodnota ciselné?
Karel cetl knizku o hleddni mimozemstani.

Jde o tlohu na rozmérovou analyzu. Kombinace je sice tak jednoduché, ze jde docela rychle
odhadnout i po trose premysleni, my ale zvolime systematicky postup pomoci feseni soustavy
rovnic. Vime, Ze ma platit

f=ki-n?.T).

Mocniny si musi odpovidat i u jednotek veli¢in. Jednotky prevedeme na zékladni a sestavime
rovnice pro kazdou jednotku (kg, m, s a K)

Hz = (JK™)" (J9)" - (K)",
sTt= (kg-m2~s_2~K_l)a . (kg~m2-s_l)ﬁ (K)",
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=a+p,
0=2a+ 28,
—1=-2a-0,
0=—-a+7.
Vidime, ze ndm vysly ¢tyfi rovnice pro Ctyii jednotky, ale madme pouze tfi neznamé. Je tedy
dobre, ze prvni dvé rovnice jsou stejné. Soustavu vyresime a dostdvime a =1, =—-la~vy=1
(zkontrolujte dosazenim). Hledany vztah pro frekvenci je
ksTo .
f= Bh 0 = 56,78 GHz.

,Prirozend frekvence® je 56,78 GHz, coz odpovidéa vlnové délce zhruba 5,3 mm ve vakuu.

Je zajimavosti, ze takto urcend frekvence je univerzalni za predpokladu, Ze v okamziku vzni-
ku reliktniho zatreni byla teplota vesmiru dostatecné homogenni a rozpinadni vesmiru probiha
homogenné a izotropné. Coz se zd4, Ze pro presnost, kterou jsme pouzili, skute¢né plati. Vlivem
rozpinani vesmiru se s casem frekvence sice snizuje, ale soucasné s tim se imérné snizuje teplota
reliktniho zafeni mérend danym pozorovatelem. Vysleme-li tedy signal na této ,prirozené frek-
venci®, tak se sice s ¢asem jeho frekvence snizi, ale pozorovatel sledujici na ,,pfirozené frekvenci
odpovidajici jeho ¢asu pozorovani tak muze tuto frekvenci snadno spravné identifikovat.

Karel Koldr
karel@fykos.cz

Uloha A.3 ... gravitace v seridlu The Orwille 5 bodu
Isaac, postava seridlu The Orwille, tvrdi o planeté Kaylon 1, Ze ma obvod o = 57583 km,
priimérnou hustotu p = 4,42g-cm™> a gravitaci 1,13krdt vyssi nez na Zemi. Uvazujme, ze
tim mysli gravitacni zrychleni na povrchu planety a pouzivejme pro vypocet hodnotu az =
=11,11m-s~2. Jakd je zde hodnota gravitacéni konstanty za predpokladu, e je planeta kulova

a homogenni a fyzikalni vztahy funguji v tomto svété stejné jako v nasem?
Karel se dival na The Oruwille.

Zacnéme u vztahu pro velikost gravitacniho zrychleni na povrchu planety
M
ag =G "2 (5)

kde G je gravitacni konstanta, kterou chceme urcit, M je hmotnost planety a R je jeji polomér.
Hmotnost homogenni koule mizeme snadno vypocitat pomoci vztahu

M =pV = %pnPﬁ,

kde V' je objem koule. Dale chceme vyjadrit G pomoci obvodu a ne poloméru Zemé, pro které
plati vztah o = 2nR. Dosadime vse do rovnice (E) a postupné dostavame

G*aR—2*a R? =a 3 _
CfM T *dpnR3 T 4mpR
_3ag

228 2655-10 P mP kg s,
2 po
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—1.s72. Gravitace

Gravitaéni konstanta by v takovém vesmiru méla hodnotu 6,55 - 10~ m3 kg
je v tomto svété zhruba o 2 % slabsi.

Je zajimavym poznatkem, Ze se v nasem vztahu nevyskytlo ¢islo m, které bychom mohli
¢ekat. Takze i kdyby bylo v tomto vesmiru jiné r, ale zdkladni fyzikalni (stfedoskolské) vztahy
by fungovaly stejné, tak bychom nepoznali na vysledku rozdil.

Neuvazovali jsme pripadné odchylky, za které by mohla napriklad teorie obecné relativi-
ty, ale protoze nejde o silné gravitacni pole, mizeme predpokladat, ze i v tomto vesmiru jde
o zanedbatelné jevy.

Karel Koldr
karel@fykos.cz

Uloha A.4 ... Mési¢ek srpeéek 5 bodt

Jaky prostorovy tihel na obloze zaujima osvétlena ¢ast Mésice, pokud je vidét v ithlové vzdale-
nosti (elongaci) a = 30° od Slunce? Uhlovy primér Mésice na obloze je 0 = 0,52°.
Matéj se zasnéne dival na Meésic.

Uvazujeme, ze Mésic je daleko od Zemé a ze Slunce je dostatecné daleko od Mésice. Vzhledem
k tomu, ze tthlovy priumér Mésice je maly, muzeme snadno spocitat prostorovy thel g, ktery
na obloze zabird (véetné jeho neosvétlené ¢dsti) pouze jako obsah kruznice o praméru

nﬁ

Qo = 1

Nyni je tieba zjistit, jaka cast z viditelné strany mésice je osvétlena. Rozhrani svétlo-stin lezi
na hlavn{ kruznici (poledniku) Mésice. Ze Zemé tuto kruzmici pozorujeme pod thlem a jeji
prumét do roviny kolmé ke sméru pozorovani je elipsa. Z obrazku vidime, Ze maléd poloosa této
elipsy je b = rsin(8 — n/2) = —r cos B3, kde r je polomér Mésice. Pomér k osvétlené ¢asti Mésice
muZeme snadno vyjadrit jako pomér viditelné osvétlené ¢asti (viz obrazek) a celkového prumétu
Mésice na smér pozorovani

nrl—nrb

b — 5 _r—=b 14cosf
Toow2 T 2r 2 '

Uhel 8 je v nasem pripadé thel Zemé-Mésic-Slunce. Tento 1thel bychom mohli snadno spoci-
tat pomoci kosinové véty, ale diky tomu, Ze Slunce je hodné daleko od Mésice i Zemé, muzeme
approximovat

Brnt—a.

Celkové pro prostorovy tuhel viditelné ¢asti dostdvame

. 2 2
Locosart’ w0 osa) = 0,0142deg® = 4,33 10 Csr.

Q=Ko = — 4 8

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz
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} viditelng osvetlens ést

Uloha A.5 ... vyroéni kometa 5 bodu

Nedavno, presné 20. prosince 2020, byla na obloze poprvé po dlouhych 14 letech k vidéni jista
kometa. Objevila se presné na stejném misté jako dne 20. prosince 2006, kdy se konalo viibec
prvni Fyziklani. Na oslavu tohoto vyroci nyni spocitejte, pod jakym ithlem draha této komety
protina obéznou drahu Zemé, je-li jeji excentricita 0,9. Gravitacni vliv Zemé a excentricitu jeji
orbity neuvazujte. Kometa obihd v roviné obéhu Zemé kolem Slunce.

Jardu komety fascinugji.

Podle zadéni se situace opakuje presné po 14 letech, takze obézna doba komety je 14 rokt. Podle

tretiho Keplerova zakona je tak hlavni poloosa elipsy obézné drahy komety rovna a = T%, kde

perioda T je v rocich a velkd poloosa a v astronomickych jednotkéch, tudfz a = 5,809 AU. Uhel

zjistime ze zdkona zachovani momentu hybnosti, ktery v centralnim gravitacnim poli plati.
Pri pohybu po elipse plati i zakon zachovani energie ve tvaru

MmG
2a '
kde M je hmotnost centralnfho télesa (v naSem piipadé Slunce), m hmotnost komety, G je

gravitacni konstanta a a je délka hlavni poloosy. Slunce se nachéz{ v ohnisku elipsy. Z geometrie
elipsy dokdzeme najit vzdédlenost v pfisluni, tedy kdyz je kometa nejblize Slunci. Ta je

E=—

rp=a(l—c¢),

kde e = 0,90 je excentricita obézné drahy komety. Nyni uz ze zakona zachovani energie dokazeme
najit kinetickou energii komety jako

Esz—Ep:—MmG— (_MmG) — (MmG) <1_1> .

2a Tp e 2a

Rychlost jednoduse vyjadiime jako

vy = VMG, |~ - L — VoG 21+€

»  2a - a(l—e)’
kam jsme dosadili za r,. Moment hybnosti ma velikost

L =mursina,
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kde « je thel, ktery svird pruvodic¢ s rychlosti, kterd je tecnou k trajektorii. Pokud je kometa
v prisluni, pak je rychlost kolmé na privodi¢ a moment hybnosti je tak

L = mupry = my/MGa (1 —€?).

Podobnym zptisobem nyni spocitejme rychlost, jakou ma kometa v okamziku, kdy protind
obéznou drahu Zemé, ve vzdalenosti » = 1 AU od Slunce. Tato rychlost je

vZ:\/2MG\/17i:\/MG Zazr
r 2a ar

Ze zakona zachovani momentu hybnosti najdeme thel « jako

vprp  V/MGa(l—e€?) ay/(1—e?)

=, r\/MiG\/? o \/m’

o =51,0°.

Tento thel tedy svird rychlost s pruvodicem. Nés ale zajimé thel mezi vektorem rychlosti
a trajektorii Zemé. Ten je
B =90°—a=39,0°.

Draha komety protind obé&znou drdhu Zemé pod dhlem 39,0°.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha A.6 ... vrazedné Slunce 5 bodt

Astronom zpozoroval na povrchu Slunce v blizkosti slunec¢ni skvrny nahlé zjasnéni. Tento vyron
korondlni hmoty uvolnil proton o celkové energii E = 1012MeV. Za jak dlouho od pozorovani
erupce doleti tento proton k Zemi? Dodo chtel pozorovat, ale byla mlha.

Hladany cas je dany rozdielom doby letu castice a foténu

arc bl L
v C

kde | = 149,6 - 10° m je vzdialenost Zeme od Slnka. Na protén s tak vysokou energiou maji
magnetické polia maly vplyv, d4 sa preto predpokladat, #e k Zemi letel priamo. Dalej si mézeme
overit, ze strata jeho energie vplyvom meniaceho sa gravitacného pola je zanedbatelna. Rychlost
proténu uré¢ime zo vzfahu pre energiu

E:'ymoc2:7,

kde za pokojovii energiu moc? dosadime pokojovii hmotnost-energiu proténu mp = 938,27 MeV.
Vyjadrenim rychlosti a dosadenim do vztahu pre ¢as dostaneme

1
2\ T2
AT:£<E,1):1 (12’5) — 1| =833s.
Cc \V C
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Od pozorovania zablesku Castica doleti k Zemi asi o stvrthodinu.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
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Uloha C.1 ... nedokonaly ampérmetr 5 bodu

Meéjme rezistor s odporem R = 100 ). Do série k nému pripojime ampérmetr a paralelné k nim
idedlni voltmetr. Toto zapojeni pripojime ke zdroji stejnosmérného napéti. Ampérmetr ukaze
proud I = 12mA, voltmetr napéti U = 1,3 V. Urcete vnitrni odpor ampérmetru.

Legolas meril v praktiku odpory.

Ampérmeter je pripojeny sériovo k rezistoru a I je teda skuto¢ne prud idici rezistorom. Napétie
na rezistore tak zrejme bude U, = I R.

Lenze voltmeter je zapojeny paralelne k sériovému zapojeniu rezistora a ampérmetra, teda
napétie na nom je sicet napati na tychto dvoch suciastkach

U=U+U. = Us=U-Us,

¢ize mame napétie na ampérmetri.
Zostava si uvedomit, ze aj ampérmetrom tecie prid I a ze aj pren plati Ohmov zédkon,
z ktorého si vyjadrime jeho odpor

U U-U _U-IR_U .
Rafo = T =7 R=38,3Q.
Simon Pajger
legolas@fykos.cz
Uloha C.2 ... kvadiiky 5 bodit

Kiko nasel ve své staré krabici pét stejnych vodivych kvadri s délkami hran a = 5,0cm, b =
=4,0cm ac = 3,0 cm. VSechny mély mérny elektricky odpor roven p = 1,21-107% Q-m. Postupné
tyto kvadriky zapojoval a méril celkovy odpor obvodu, ktery z nich sestavil. Jaka byla nejnizsi
hodnota odporu, kterou naméril, pokud vzdy pouzil vsech pét kvadri? Kvadry do obvodu vzdy
pripojoval pomoci dvou rovnobéznych vodivych desek, které se nedotykaji.

Kiko st hrdl s kostkami.

Najmensi odpor jedného kvadra ziskame, ked prud preteka ¢o najsirsou ¢astou po ¢o najkratsej
drahe. Pri porovnani jednotlivych kombinacii mozného otocenia kvadra zistime, ze najmensi
odpor je rovny
P
min pab .
Riesenie idedlneho zapojenia pre dosiahnutie najmensieho odporu je uz jednoduché. Stac¢i ich
zapojit vsetky paralelne, ¢im dostavame rovnicu pre celkovy odpor zapojenia

i 5
Rc - Rmin '
Invertovanim vztahu dostédvame vysledok
R.= Rg‘i“ =3,63-107°Q.

Kristidn Salata
kristian.salata@fykos.cz
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Uloha C.3 ... civky 5 bodu

Kata se snazila udélat civku s co nejvétsi indukcnosti, ale zaroven chtéla zredukovat ohmické
ztraty. Plivodni valcovu civku o poloméru ro = 2cm a No = 100 zavitech, které byly tésnée
u sebe a neprekryvaly se, premotala na valcovou civku o poloméru r1 = 4cm. Pouzila cely
drat a zavity nové civky se také neprekryvaly a byly tésné u sebe. O kolik procent se zvétsila
indukcénost? Kdata chtéla studentsky projekt na tokamaku a nakonec motala civky.

Pre indukénost cievky v tvare dlhého solenoidu (teda husto navinutého valca) plati zndmy vztah
uN2S

= l 5

kde [ je jeho diika, S je prierez a u je permeabilita prostredia, pre cievku bez jadra mézeme

uvazovat permeabilitu vikua. Pre pomer indukénosti potom mame

Li _ pNimrily (N1r1)2 b _,
Lo uNZgrnrily  \ Noro '

L

L

kde sme vyuzili, ze Nyr1 = Noro je imerné celkovej dizke drotu a fakt, ze dizka cievky je Gmernd
poctu zavitov. Cievka s dvakrat vacsim polomerom bude mat poloviény pocet zavitov a teda
aj poloviéni dizku. Indukénost cievky sa tak zdvojndsobi, teda narastie o 100 %. Mohlo by sa
zdat, ze takto mozeme postupovat donekonecéna a zvysovat indukénost cievky, ale v skutocnosti
bude klesat pomer diiky cievky k jej priemeru a vztah na zaciatku rieSenia prestane platit.

Katerina Charvdtovd
katerina.charvatova@fykos.cz

Uloha C.4 ... nekone&ni a odporna sit 5 bodu

Na obrazku vidite ¢dst nekonecné rezistorové sité. Odpory re- F R 20
zistorti v ni jsou cleny geometrické rady. Jinak receno, v prvnim s
bloku maji odpor R, v druhém 2R a vzdy nasledujici blok ma T”

odpory s dvojnasobkem predchozich. Jaky je celkovy odpor mezi
svorkami A a B v ndsobcich R? Karel varioval ilohy na nekonecné sité.

IR|eee

V nekonecnych rezistorovych sitich je ,trikem“ nalezeni opakujiciho se vzoru a néasledné se-
staveni vhodné rovnice, ze které dostaneme, snad snadno, pozadovany vysledny odpor Reo.
V nasem pripadé si muzeme vS§imnout, ze pokud odebereme prvni dva odpory, dostavame veli-
ce podobnou sit. Lisi se pouze tim, ze kazdy jeden rezistor ma dvojnasobny odpor. Tim padem
je ale jasné, ze celd sit bude mit dvojnasobny odpor 2R. ZjednodusSené si miuzeme zakreslit
sit dvéma ekvivalentnimi zptsoby, jak muzete vidét na obrazku H Sestavime rovnici

2RR«
R+2R’
Snadno ji pfevedeme na kvadratickou rovnici, kterou vyresime
RRo +2R2, = R* + 2RRo + 2RR,
0=2R2, —3RRw — R?,

_ 3R++VOR?+8R? 3+17
- 4 - 4

R =R+

RE R.
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Fyzikalné korektni feSeni je to s kladnym znaménkem. Zaporné feseni by znamenalo zaporny
odpor. Jedinym Fesenim tlohy tak je, ze celkovy odpor nekonecné rezistorové sité je

R

= 1,78R.

:3+4\/ﬁR

A
R, —
B
Obr. 4: Dvé alternativni zapojeni rezistori.
Karel Kolar
karel@fykos.cz
Uloha C.5 ... dlouhé vedeni 5 bodii
Meéjme spotrebic pripojeny ke zdroji stejnosmérného napéti Uy = r

=120V pomoci dlouhého dratu. Vzhledem k blizkosti vodicii vy-
tvorime pro obvod schéma zapojeni, které muzete vidét na obrdz- v

ku. Rezistor R predstavuje spotrebic, rezistor r < R predstavuje T
X

[

odpor vedeni a C' = 420 nF jeho kapacitu. V misté oznaceném X
dochédzi kvuli Spatnému kontaktu periodicky k rozpojovani a za-
pojovani obvodu, pricemz oba stavy trvaji stejné dlouho T' = 0,001 s. Urcete, jaky vykon bude
dodavat zdroj po dlouhé dobé po zapojeni obvodu. V pripadé stalého pripojeni by vykon zdroje
byl Py = 30 W. Dodo bojoval s prodluzovackou.

VyrieSme najprv priebeh pridu v obvode. Z Kirchhoffovych zdkonov méame, ze prud I cez
batériu a odpor r je rovny suctu priadov Ic a Ir cez kondenzator, resp. cez spotrebic. Dalej
mame, ze napitie na spotrebici je rovné napétiu na kondenzatore, co mozeme vyjadrit ako

RIr =Uc.
Derivaciou tohto vztahu podla ¢asu dostavame vztah s pouzitim definicie kapacity C dU = dQ
RCIr = Ic,

kde bodka nad Ir znaci derivaciu podla casu. Poslednym zakladnym vztahom, ktory budeme
pouzivat je vztah pre rozdelenie napétia zdroja medzi rezistory

U0:T[+R[R.
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Vyriesme najprv pripad, ked je obvod v bode X preruseny a kondenzator sa cez spotrebic
vybija. Pre priud zdrojom mame I =0, teda Ir = —Ic a

—RCIc = Ic.
Riesenim tejto rovnice je klesajtica exponenciala
I5(t) = I5(0) e 7T |

V obdobi, ked je zdroj pripojeny, dosadenim pre rozdelenie priadov do rozdelenia napéti,
dostavame
RIgp+rilc+1rIig="Up,

z ¢oho deriviciou podla ¢asu a dosadenim vztahu pre kapacitu kondenzatora mame

R+r
RC

¢o méa opéf rieSenie klesajicu exponencialu

Ic+ric =0,

1% = 15(0) e (F ) 7w

Nasledujicim krokom je tieto riesenia na seba naviazat. V okamihu zmeny stavu pripoje-
nia zdroja sa na kondenzatore nemeni napétie skokovo, vystupuje totiz napriklad vo vztahu
pre ulozenu energiu v kondenzatore. Napétie na kondenzatore je ale ,merané*“ na spotrebici
a skokovo sa teda nezmeni ani prad Igr. V okamihu vypnutia musi byt splneny vzfah

TR(T) = Ir(0)

v okamihu zapnutia
Ir(T) = Ix(0) .

Pre vyjadrenie priadu odporom vyuzijeme vyssie odvodené vztahy

I}’? = _Ié’ )
IZ _ Uo — T[é
BT R4
Dosadenim riesenia do predchddzajicich vztahov dostdvame sustavu rovnic pre I (0) a I&(0)
Us» R _(By1)-L.
4 TEIR(0) = 1o e (RO

T

B0y 7o .

U
1£(0) = =2 +
r
Suctom tychto rovnic dostavame vztah vyjadrujici zachovanie ndboja - to ¢o sa pocas nabijania
nabije, sa pocCas vybijania vybije v tvare

R+r

T

15(0) (1 — e_%) = —T1%(0) (1 _ e_(%“'l) RC) )

Priamym dosadenim druhej rovnice do prvej dostavame

_ - T
Uy 1—e "+ &C

15(0) = — ,
O = T E
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a vyuzitim predchidzajiceho vztahu

Uo 1—671%7

I1&(0) = —_—
L=

Vidime, ze vybijaci prid ma zaporné znamienko, ¢o zodpoveda nasej volbe smerov pridu v ob-
vode. Tymto mame obvod plne vyrieseny a zostava nam odpovedat na otdzku zo zadania.
Praca vykonana zdrojom za jednu periédu spinania je dana ako

T T T
WZ/ Uo]z(t)dt+/ Uo[v(t)dtz / Uo[z(t) dt.
0 0 0

Prad batériou pouzijeme v tvare

Uo—TIé_Uo—f—R]év
R+r ~ R+r

=14+ T4 =14+

¢o nam dava

UO T R q)_t
W /(UMRIé(o)e*(?*)W)dt:
0

“R+r
- Lo Uot — ((E + 1) L)ARIZ (O)e_(%ﬂ)% ’ =
T R+r | ° r RC © 0 o
U rR:C ( _(E_H)L)
= UoT I1¢(0) (1 — r ) RC =
R+r ( ol R+r c(0) ¢
i [, we (1) (1o B
T R+ R+r 1_ e (B+2) 7z
2
Pre priemerny vykon obvodu tak s vyuzitim Py = RU—L" dostavame
__T_ _ §+1 T
p_ W _n(,, RC (1) (1o i)
2 T(R+7) 1 e ()7

Ak pouzijeme zanedbanie r, teda R > r, dostaneme vztah o nieco krajsi

Po RC __T
~ — - — . C
P~ (1+ T (1 ¢ ))

pri¢om moézeme vidiet, ze sa tdto hodnota pohybuje medzi Py/2 pre RC/T malé az po Py
pre RC//T idtce do nekoneéna. Pre mald kapacitu a velky ¢as spinania sa tak obvod chovd, akoby
v nom kondenzédtor nebol, naopak pre vysoku kapacitu a mali dobu spinania sa obvod chova,
akoby bol stale zapnuty. Toto je beznéa aplikdcia kondenzatorov — totiz preklenutie kratkeho
vypadku napéjacieho napétia. Taktiez vidime, Ze tento vykon nezévisi na odpore vedenia, ak je
tento odpor v porovnani s odporom spotrebi¢a maly. Toto zanedbanie sme mohli samozrejme
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vyuzit na vhodnych miestach uz pocas vypoc¢tu. Z vykonu a napétia v stile zapojenom pripade

mame odpor spotrebica

¢o po dosadeni déva vykon

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
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Uloha O.1 ... tleskdme na koncerté 5 bodu

Na koncerté jsou divéci v aréné hluboké | = 200 m (vzdélenost od prvni k posledni radé divaku).
Frontman kapely je povzbuzuje k tleskani gestem, které je v publiku vidét i diky velkoplosné
obrazovce. Najdéte nejvyssi mozny pocet tlesknuti za minutu, aby jednotlivé tlesky kapele
nesplyvaly. Dodo poslouchal ozvénu z Viystaviste.

Divéci tleskaji nardz (rozdily zpusobené kone¢nou rychlosti svétla miizeme s klidem zanedbat),
ale zvuku jistou dobu trvé, nez se ke kapele dostane. Tento ¢as muzeme uréit pomoci rychlosti
zvuku ¢ = 343m-s™ ' a vzorce

t=1/c=0,59s.
Je tedy mozné, aby publikum tleskalo frekvenci az

1 . _
f:E:%:losmin T

¢ili ptiblizné stokrat za minutu.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha 0.2 ... bublina v ledu 5 bodii

Jindra zkoumal ledovou plochu. Zaujala ho jedna bublinka, jez se ve skutecnosti nachazi a =
= 4,0cm pod povrchem ledu. Rozdilné indexy lomu ledu a vzduchu zkresluji vzdélenosti. V jaké
hloubce vnimaji bublinu Jindrovy oci, jestlize se Jindra diva podél nejkratsi spojnice bublina-
povrch ledu? Index lomu ledu je ny = 1,31, index lomu vzduchu je n, = 1,00.

Neékdo brusli, Jindra zkoumd bublinky.

Paprsky, jez vychazeji z bubliny, se na rozhrani led-vzduch budou ldmat od kolmice, takze
Jindrovi se bude bublina zdat blize nez ve skutec¢nosti. Budeme pracovat v aproximaci pro malé
thly® Oznacme h vzdélenost od spojnice oko-bublina k mistu, kde paprsek protind povrch ledu.
V ném svird paprsek s kolmici thel ¢y = h/a, zatimco na vzduchu se ldme pod thlem ¢, =
= h/d’, kde a’ je hledand zdanliva vzdalenost pod povrchem, kterou vnim4 oko. Uhly ¢ a oy
jsou svazany Snellovym zdkonem

e = NvPv,
takZe miuzZeme napsat
n n) h
Pv=—P1= ——,
Ty Ny G
h n .
ad =—=—a =3,05cm.
Pv ny

Jindrovi se zd4, Ze bublina je v hloubce a’ = 3,05 cm.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

3V limité ¢ — 0 lze psat sinp = tgp = ¢.
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Uloha 0.3 ... na koncerté 5 bodu

Danka s Danem stali na rockovém koncerté ve vzddlenosti 1 = 60 m od reproduktoru a slyseli
hudbu s hladinou akustického tlaku L, = 80dB. O kolik decibelti vic slyseli lidé pod pédiem
stojici ve vzdalenosti r2 = 10m od reproduktoru? Danka s Danem byli na koncerté.

Fyzikalna velic¢ina, ktord udava silu zvuku, akt Iudia pocuji, je hladina akustického tlaku L.
Tato velicina je definovana ako

L=20log 2
Po

v jednotkéch decibel. Veli¢ina p je tlak zvukovej viny v danom mieste a po = 2-107° Pa je prah
pocutia. Tlak je priamo timerny posobiacej sile F'. Tato sila je priamo imernd vychylke, a teda
aj amplitide I, ktorad je timernd odmocnine z hustoty toku energie vlnenia pg. Z predpokladu
o konstantnom vykone reproduktorov je energia teciica kazdou gulovou vrstvou, v ktorej strede
sa nachadza reproduktor, rovnaké nezdvisle na polomere vrstvy r. Hustota toku energie je teda
nepriamo imerné povrchu sféry S, pre ktord plati S = nr?. Matematicky zapisané

px FoxIx pgx S—1 ocp™t,

Pre pomer tlakov vo dvoch réznych vzdialenostiach potom plati

p2_ 11

p1 T2

Hladany rozdiel hlasitosti uz uréime jednoducho ako
Ly — L1 =20 (logp2 — 1ng1) = ZOIOgI2 = 20103;7;1 =16dB.
Po Po b1 T2

Ludia pod pdédiom pocuju koncert s hlasitostou o 16 dB vyssou.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha 0.4 ... zvonecky 5 bodt

Vedle nekonecné zdi stoji ve vzdalenosti h = 100m velky kostel. Jeho zvony zvoni s perio-
dou Tp = 1,00s. Jak Kiko v zimé mrzne, potuluje se v konstantni vzddlenosti od kostela |
a Stve ho, ze nékdy slysi ozvénu po zaznéni hlavniho zvonu pozdéji nez jindy. Pomozte mu
zjistit, v jaké minimalni vzdalenosti od kostela by musel byt, aby spolu s ozvénou mohl slyset
zvonéni s periodou T = 0,50s v nékterém okamziku jeho toulek. Uvazujte, ze rychlost zvuku
jev =310m-s~"! a zanedbejte vysku kostela. Kiko sel na pilnocni msi.

Rolu steny, od ktorej sa odraza zvuk kostolného zvonu, si mézeme vylozit ako druhy kostol,
ktory zvoni v rovnakom Case a nachddza sa voci prvému kostolu zrkadlovo symetricky na druhej
strane steny. Pri dodrzani pevnej vzdialenosti od kostola mozeme byt stale kdekolvek na kruznici
s danym polomerom I, kde stred kruznice je totozny s polohou kostola. Minimélne casové
oneskorenie pocutia ozveny oproti primarnemu zvuku bude

2h — 21

Atmin - .
v
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To nastane v situdcii, ked budeme stat medzi kostolmi. V pripade Ze budeme od sekundarne-
ho kostola najdalej (teda na opaénej strane od primdrneho kostola), bude ¢asové oneskorenie
maximalne

Atmax = % .
v

Vo vsetkych ostatnych bodoch kruznice bude ¢asové oneskorenie lezat medzi tymito dvoma
hodnotami. Poziadavka periédy T = 0,5s dédva podmienku At = 0,5s. lahko sa presvedéime,
ze ked stojime priamo pri kostole, tak je At > 0,5s. Postupnym vzdalovanim sa od kostola Atmin
klesa, az dosiahne hodnotu pol sekundy. Z prvej rovnice uz lahko vyjadrime minimalnu hodnotu

vzdialenosti

lmin:h_%:2275m.

Kristidn Salata
kristian.salata@fykos.cz

Uloha 0.5 ... samomluva 5 bodu

Tomas si na opusténé koleji nema s kym povidat, tak se rozhodl, Ze si piijde zabéhat a pobavi
se sam se sebou. Postavil se 50m od osamocené velké zdi a zacal mluvit a behat rychlos-
t7 10 km-hour™! rovnobézne se zdi. Kromé svého vlastniho hlasu vsak slysel taky svou ozvénu.
Jaky byl pomér frekvenci primarniho zvuku a ozvény? Kiko si md s kym povidat.

Nakolko Tomas bezi po cely ¢as rovnakou rychlostou, pohyb vysielaca a prijimaca je rovnaky.
V takomto usporiadani sa podla Dopplerovho javu frekvencia prijatého signalu z ozveny ne-
zmeni, a preto bude vysledny pomer rovny jednej. Tento vysledok si mézeme vysvetlit aj tak,
ze sa na problém pozrieme bez steny, ktori nahradime druhym bezcom s rovnakou rychlostou,
ale za stenou. Tohto bezca ale umiestnime na zrkadlovo symetrickt poziciu voci miestu, kde by
Tomés pocul ozvenu. Takéto usporiadanie je ekvivalentné s tilohou v zadani a evidentne zodpo-
vedd situdcii, kedy jedna beziaca osoba hovori nieco druhej, rovnako beziacej osobe. Alebo este
z iného pohladu, sta¢i ndm zastavit bezcov a v opa¢nom smere zapnut vietor. Rychlost média
nam ale neovplyvni frekvenciu, preto bude pomer naozaj rovny jednej. O tomto sa mézeme
lahko presvedcit aj vo vztahu pre Dopplerov posun

f _ C — Udetektor f

0,
C — VUgzdroj

pricom vidime, ze jedinou podmienkou je, aby Tomé&s nebezal nadzvukovou rychlostou.

Kristidn Salata
kristian.salata@fykos.cz

Uloha 0.6 ... bublina v t&%itku 5 bodii

Jindra byl zaujat kulovym sklenénym tézitkem s polomérem r = 5,0cm. V tézitku se nachazi
vzduchova bublinka v hloubce a = 3,0 cm. Jindra ji pozoruje podél spojnice oko-bublina-stred
tezitka. V jaké hloubce ji Jindra vidi? Index lomu skla je ns = 1,52, index lomu vzduchu je n, =
= 1,00. Misto aby se pripravoval na zkousky, Jindra radsi zkoumal bublinu.
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Pro zobrazeni kulovym rozhranim se d4 odvodit rovnice (v aproximaci pro malé thly)

s 3% Ns — Ny

a a’ r

kde a’ je vzdalenost obrazu bubliny od povrchu. Ta je zdporna, pokud je obraz uvniti t&zitka
(virtudln{ obraz), a kladnd, pokud je obraz vné (redlny obraz). Odtud dostdvame

(E,l)l,ﬁl
Ny r nya’

"= _248cm.

g\‘|—l

S)

Jindra vniméa bublinu v hloubce 2,48 cm pod povrchem tézitka.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
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Uloha T.1 ... pijeme vodu 5 bodu

Danka méla sklenénou lahev s objemem V; = 0,500 ¢ naplnénou Vi = 4,00dl vody. Prilozila si
Jji k dstiim tak, aby se do ni nemohl dostat vzduch z okoli a vypila V, = 2,00dl vody, pricemz
do lahve nevdechla zadny vzduch. Jak velky podtlak se v lahvi vytvoril? Predpokladejte, zZe
déj byl rychly, takze nedoslo k vyméné tepla mezi vodou, lahvi a okolim. Tlak vzduchu v lahvi
je na zacatku rovny atmostérickému tlaku p, = 1013 hPa. Uvazujte, ze vzduch tvori molekuly
s f = 5 stupni volnosti. Dance se vidycky smrskne plastovd lahev.

Kedze nedochadza k vymene tepla medzi vzduchom vo flasi a jeho okolim, ide o adiabaticky
dej, pre ktory plati pV'" = konst. Tu x je Poissonova konstanta, ktora suvisi s po¢tom stupnov
volnosti plynu ako

2
e dt2
f
Oznacme ps tlak vzduchu vo flasi po odpiti. Potom mozno pre vzduch vo flasi pisat rovnicu
f+2 f42
pa(Vi=V1) 7T =p2 (Vi =Vi4+V5)7

Podtlak urcime ako rozdiel tlakov pred odpitim a po nom, teda
Ap =pa—p2.

Vyjadrenim tlaku p2 z predposlednej rovnice, dosadenim vyjadrenia do poslednej a malou tipra-

vou dostaneme
f42

Ap =pa 17< Vi— W )T = 795 hPa.
Vi

-Vi+Vs

Z tohto vysledku vidime, ze ak by bola flasa naozaj dokonale utesnend, vzniknuty podtlak by
bol rovny viac ako 75 % atmosferického tlaku, ¢o je naozaj vela. Samozrejme, takyto podtlak
sa utesnenim flase dstami nedd dosiahnut. Avsak aj ovela mensi podtlak, ktory redlne vznikne,
lahko stla¢i materidl obycajnej plastovej flase.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha T.2 ... malé sluni¢ko 5 bodii

Jakou teplotu by muselo mit dokonale cerné téleso, aby mélo stejny vykon jako Slunce, ale
priumér rovny poloviné jeho priiméru D = 1392000km? Vykon Slunce je Py = 3,826 - 106 W
a Stefan-Boltzmannova konstanta ma hodnotu o = 5,67 - 1078 W.-m 2. K%,

Dance byla zima.

Celkovu intenzitu vyzarovania dokonale ¢ierneho telesa I(7T) popisuje Stefan-Boltzmannov z4-
kon
I(T) =oT",

kde T je hladana teplota telesa. Aby sme ziskali vykon, musime este intenzitu prenasobit plochou
povrchu telesa
S =nD?.
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Vychéddzame teda z rovnice Ps = P, ktort mézeme podla predchddzajucich vztahov prepisat
do tvaru
Py =nD*cT".

Dosadime D = Dg /2, Gpravami vyjadrime T" a dostdvame

T=3 4P@2 =8160K.
noDg
Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz
Uloha T.3 ... zjednoduSeny model balénu 5 bodti

Predstavme si balének s hmotnosti m = 25g a velmi tenkymi sténami, ktery funguje tak,
Ze rozdil tlaku uvnitf a vné néj je Ap = 10kPa. Dame do néj n = 1,0mol vzduchu. Na
jakou teplotu musime tento vzduch zahrat, aby se balének vznasel, pokud jsou venku normalni
atmostérické podminky? Predpokladejte, ze vzduch se chova jako idealni plyn a jeho molarni
hmotnost je M = 28,96 g-mol*. Legolas léta hlavou v oblacich.

Priamo zo zadania vyplyva, Ze vnutri baléonku bude tlak p = p. + Ap. Moézeme teda velmi
jednoducho dorétat jeho objem

vV — nRT  nRT
P patAp’

nakolko objem samotného balénka zanedbdvame — je to zaroven objem vytlaceného vzduchu.
N4és bude prirodzene zaujimat, kolko moélov vzduchu sme takto vytlacili

v T

ny = La = nipa .
RT. (pa + Ap) Ta

Zostdva nam uvedomit si, Ze hmotnost z moldrneho mnozstva dostaneme jednoducho vynéso-
benim molarnou hmotnostou a netreba zabudnit, Ze vzduch v baléne tiez nieco vazi. Potom
z rovnosti tiazovej a vztlakovej sily dostavame

Fy=F,,
g(m+ Mn) =gMnyv,
paT
m+ Mn=Mn——"—,
(pa + Ap) Ta
m Ap\ .
T:Ta<1—|——> 1+ — ) =600K.
Mn a

Mobzeme si vSimnit, ze teplotu ovplyviiuje pomer hmotnosti obalu balénka a mnozstva vzduchu
v fiom. Tento pomer sa so zvic¢Sovanim balénka zmensuje (hmotnost obalu rastie kvadraticky
s rozmerom, mnozstvo uzatvoreného vzduchu kubicky), preto v pripade velkych balénov nie je
nutné vzduch zahrievat na tak vysoké teploty.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

47


mailto:daniela@fykos.cz
mailto:legolas@fykos.cz

Fyziklani 2021 12. Ynora 2021

Uloha T.4 ... horky mié 5 bodii

Fotbalovy mi¢ s primérem d = 20,0cm a s teplotou to = 20,0 °C polozime za sluneé¢ného dne
pred diim. Mi¢ mé tepelnou kapacitu C = 500J-°C™' a pohlti n = 40% svételné energie,
ktera na néj dopada ze Slunce. Zarivy tok ze Slunce dopadajici na plochu pred domem je ® =
= 600 W-m~2. Kolikrdt se zméni tlak vzduchu v mi¢i po piil hodiné na slunci? Predpoklddejte,
Ze mic¢ neméni svoji velikost a je dostatecné tepelné izolovan od okoli. Zanedbejte tepelné ztraty
vyzarovanim. Danka zapomnéla mic na slunci.

Za cas 7 = 1800s pohlti lopta energiu

nd?
= —ndr.
Q=—ner
Teplota lopty sa pocas toho zvysi o
Q
AT = =.
C
Zo stavovej rovnice idedlneho plynu pre izochoricky dej (pri stdlom objeme) plati
p
— = konst
T onst ,

kde T je termodynamicka teplota. Potom pre pomer tlakov dostdvame

T To+ AT 2nd
p T T+ :1+nd17 T

po  To  To 1CT,

=1,09.

Tlak vzduchu v lopte sa zvacsi 1,09-krat. V skutocnosti sa tlak v lopte zvysi menej vplyvom
vymeny tepla s predmetmi v okolf a okolitym vzduchom a naviac asi 10 % dopadajicej energie
sa spat vyziari.
Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha T.5 ... snidan& v Dukovanech 5 bodil

Kolik gramii **Pu bychom potiebovali, abychom si v piirodé mohli k snidani uvaiit 300 ml caje
za tri minuty? Ptivodni teplota vody je 6y = 15°C a uvazujme, Zze umime vyuzit 80 % energie
z rozpadu. Izotop ***Pu mé polocas rozpadu 87,7 let a rozpad4 se pfeménou « se stfedni energii
5,593 MeV. Jarda chteél jet tdborit, ale nechtél si brat tezky batoh.

Pro pocet jader v zavislosti na case plati vztah
N = Nge ™,

kde Ny je pocatecni pocet jader, A = 1"72 je rozpadové konstanta a T polocas rozpadu. Absolutni
hodnotou z derivace tohoto vztahu podle ¢asu dostdvame aktivitu (pocet rozpadi za sekundu),
kterd je
N() In2 —\t

T °
kde jsme pouzili absolutni hodnotu, abychom ziskali ,pocet“ — jinak by cislo bylo zaporné,
protoze jde o tbytek. Vynasobime-li aktivitu energii jednoho rozpadu a ucinnosti n = 0,8,

A= Nore ™™ =
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ziskdme vykon, kterym se ohfivd voda. Ta za Cas t = 3min = 180s prijme Q = mcAT =
= mc(y —6p), kde m = 0,3kg, ¢ = 4200J-kg *-K~* je mérnd tepelns kapacita vody a 6, =
= 100°C je bod varu vody. Jelikoz ¢ < T, miZeme aproximovat e > =~ 1 a povazovat tak
aktivitu za konstantni (jinak bychom museli integrovat aktivitu pfes ¢as — ne Ze by ten integral
byl t&zky, ale pro¢ si to komplikovat). Z téchto informaci dostdvdme rovnici

In2  mec(fy — o)

EnNy—2 = melov = %)
oy i :

ze které vyjadiime pocet jader

me(0y —60) T

Bine =3,312-10* .

Np =

Hmotnost jednoho molu 2*Pu je M = 238,05 g. Potfebujeme tedy

NoM
m = Ny 1309g.

Vidime, ze ke generovani témér 600 W nam staci jen 1,3 kg materiadlu. To neni mnoho. Toho
se v praxi skuteéné vyuzivd v tzv. radioizotopovych termoelektrickych generdtorech (RTG).
Piimo 2*®Pu pouzivaji (¢i pouzivaly) napft. rover Curiosity, sondy Cassini, New Horizons nebo
lunarni moduly z programu Apollo. Pro RTG je obecné potfeba izotopu, které emituji ¢astice
o dostatecné energii, maji optimdlni polo¢as rozpadu (pfili§ kratky by znamenal, ze se zdroj
rychle rozpadne a za chvili ndm nic nezbude, ptilis dlouhy by zase emitoval mélo zafeni a k zis-
kéni rozumného vykonu bychom potfebovali piili§ velké mnozstvi). Déle je potieba, aby se
emitované zatreni dalo rychle zabrzdit — pokud by zabrzdéno nebylo, emitovala by se energie
do okoli a generator by jednak byl netc¢inny, jednak by zafenim ohrozoval posadku ¢i prist